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RÉSUMÉ
Le ﬂottement des tabliers de ponts ﬂexibles constitue l’une des instabilités aérodynamiques
les plus sévères pouvant survenir lors de tempêtes de vent. Le ﬂottement est un phénomène
dit auto-excité et se caractérise par de grandes amplitudes de déplacements dynamiques
qui croissent avec la vitesse de vent et qui peuvent mener à la ruine de l’ouvrage.
Avec l’évolution des matériaux, des techniques de constructions et des connaissances dans
le domaine du génie civil, l’augmentation de la longueur des portées des ponts a pour eﬀet
de rendre ces structures plus ﬂexibles. Historiquement, la participation du déplacement
horizontal au ﬂottement a été considérée comme négligeable. Toutefois, l’augmentation de
la ﬂexibilité latérale du tablier jumelée au couplage des modes dû aux caractéristiques des
sections de tabliers et à l’interaction avec les câbles soulève quelques doutes concernant
cette hypothèse. Le modèle mathématique actuellement utilisé pour représenter les forces
auto-excitées de ﬂottement a été développé par Scanlan et Tomko [1971]. Ce modèle déﬁ-
nit des matrices de rigidité aérodynamique et d’amortissement aérodynamique qui varient
en fonction de la vitesse réduite de l’écoulement. Ces deux matrices s’ajoutent aux ma-
trices structurales et constituent la contribution aéroélastique de l’écoulement. Quelques
recherches ont mis en évidence l’aspect non linéaire du ﬂottement en démontrant la dé-
pendance des coeﬃcients instationnaires à la fréquence et à l’amplitude auxquelles ils ont
été extraits.
Les objectifs principaux de ce projet de recherche sont d’étudier l’eﬀet du déplacement
horizontal sur le ﬂottement, d’étudier la dépendance des coeﬃcients instationnaires à la
fréquence et à l’amplitude d’extraction et d’élaborer une méthode expérimentale et un
modèle mathématique permettant l’intégration temporelle non linéaire des forces auto-
excitées. Des essais en régime libre sur 6 modèles sectionnels réguliers ont d’abord été
réalisés pour évaluer l’eﬀet du déplacement horizontal sur le ﬂottement. Par la suite, une
étude paramétrique de l’eﬀet de la fréquence et de l’amplitude auxquelles les coeﬃcients in-
tationnaires sont extraits a été réalisée en régime forcé harmonique. Cette étude ayant mis
en évidence la dépendance de certains coeﬃcients à ces paramètres d’extraction, une der-
nière étude expérimentale a été réalisée. Cette dernière a permis l’extraction de coeﬃcients
de force dynamiques à partir de mouvements cycliques à vitesses ou accélérations absolues
constantes. L’intégration de ces coeﬃcients temporels, par opposition à fréquentiels, dans
un outil de calcul dynamique transitoire non linéaire a permis la mise en évidence du ﬂot-
tement de sections de pont atteignant des amplitudes de vibration variant en fonction de
la vitesse de l’écoulement. La vitesse de ﬂottement obtenue concorde bien avec la moyenne
des prédictions calculées à l’aide de la méthode classique.
Un tel modèle permettrait à moyen terme de prendre en compte l’aspect non linéaire du
ﬂottement dans un modèle dynamique transitoire complet d’un pont, y incluant également
les non-linéarités de nature structurale.
Mots-clés : ﬂottement non linéaire, ﬂottement 3 DDL, dynamique transitoire, souﬄerie,
essais sectionnels, pont.
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CHAPITRE 1
Introduction
1.1 Mise en contexte
Avec les connaissances dans le domaine du génie civil qui ne cessent de se développer et
avec la demande soutenue pour des réseaux routiers plus vastes et plus eﬃcaces, les limites
de conception des grands ponts ne cessent d’être repoussées. En eﬀet, on assiste de nos
jours à la construction d’ouvrage d’art enjambant des obstacles qui nécessitent de relever
des déﬁs techniques extraordinaires, soit parce que leur situation géographique implique
des charges climatiques extrêmes (e.g. Indian River Inlet Bridge, États-Unis), soit à cause
de leur hauteur (e.g. Viaduc de Millau, France) ou de leur longueur (e.g. Strait of Messina
Bridge, Sicile et Italie). Dans ces situations, une attention particulière doit être portée à
la stabilité aérodynamique de l’ouvrage.
Plusieurs phénomènes aérodynamiques peuvent être observés dans le domaine des ponts,
les principaux sont les suivants :
Vibrations induites par le détachement tourbillonnaire. Il s’agit du phénomène
classique de résonance excitée par détachement tourbillonnaire. La plupart des sections de
ponts étant non proﬁlées, l’écoulement de l’air autour de celles-ci engendre des variations
de pression qui génèrent des tourbillons. Pour un pont donné, la fréquence de détachement
des tourbillons varie linéairement avec la vitesse de l’écoulement. Lorsque la fréquence de
détachement atteint une fréquence naturelle de la structure, une résonance peut survenir.
Les amplitudes de vibrations obtenues sont généralement faibles et sont limitées par des
critères de confort des utilisateurs.
Flottement. Le ﬂottement est une instabilité dite auto-excitée. Il peut impliquer seule-
ment un mode à la fois ou, encore, un couplage de plusieurs modes. Les amplitudes de
vibration obtenues sont très grandes et peuvent mener à la ruine de l’ouvrage. Contraire-
ment au détachement tourbillonnaire, une fois la vitesse de ﬂottement atteinte, l’amplitude
ne fait que croître avec la vitesse de vent.
L’allongement de la portée des ponts a pour eﬀet de les rendre très ﬂexibles, particu-
lièrement dans le plan horizontal. De façon générale, plus la fréquence naturelle d’une
structure donnée est basse, plus la vitesse à laquelle une instabilité aérodynamique est
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rencontrée sera basse. Cela rend donc les ponts à grande portée plus sensibles aux insta-
bilités aérodynamiques. Historiquement, la rigidité horizontale des ponts est considérée
suﬃsamment grande pour ne pas inﬂuencer son comportement aérodynamique. Toutefois,
cela peut être diﬀérent dans le cas des ponts de longues portées. De plus, ces ponts étant
habituellement haubanés ou suspendus, les modes en torsion de leur tablier déséquilibrent
la tension dans les câbles (haubans ou suspentes), ce qui a pour eﬀet de provoquer un
déplacement horizontal. Les modes dits "de torsion" ne sont donc pas purs et sont couplés
avec le déplacement horizontal.
Les méthodes actuellement utilisées pour représenter les forces aéroélastiques pouvant
mener au ﬂottement sont des méthodes hybrides alliant des coeﬃcients fréquentiels à un
calcul temporel. Elles supposent donc un comportement linéaire tant au niveau dynamique
qu’au niveau aérodynamique. On retrouve dans la littérature plusieurs démonstrations de
la nature non linéaire du ﬂottement [Chen et Kareem, 2001; Falco et al., 1992; Li, 1995;
Scanlan, 1997]. Cette caractéristique est donc mal représentée par les méthodes de calcul
actuelles.
1.2 Déﬁnition de projet de recherche
Le développement d’une méthode de calcul non linéaire transitoire des forces de ﬂotte-
ment permettrait une prédiction plus juste de la réponse aérodynamique d’un pont. Aussi,
un calcul transitoire permettrait la prise en considération d’autres phénomènes non li-
néaires (non-linéarité matérielle, géométrique ...) ou d’autre type de charges transitoires
(circulation, ballotement ...)
Le projet présenté vise à développer une méthode en dynamique transitoire à trois DDL
(incluant le déplacement horizontal) pour le calcul de l’équilibre des forces aéroélastiques
avec prise en compte de non-linéarités pour des sections non proﬁlées. Le projet requiert
donc l’élaboration d’une méthode en régime forcé pour déterminer les caractéristiques
aéroélastiques d’un corps non proﬁlé pour une multitude de vitesses et d’accélération
constantes du mouvement. Ces dernières pourront ensuite être utilisées aﬁn de réaliser
une analyse dynamique transitoire.
Ce projet est la suite logique de mon projet de maîtrise qui a été mené en collaboration
avec la compagnie RWDI, chef de ﬁle dans le domaine des essais aérodynamiques et aé-
roélastiques sur des structures. Il s’inscrit aussi très bien dans les intérêts de recherche de
mon directeur dans le domaine des ponts et du vent.
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1.3 Objectifs du projet de recherche
La présente recherche comporte trois objectifs principaux. Dans un premier temps : mettre
en évidence la contribution du déplacement horizontal à la stabilité aérodynamique d’un
pont. Dans un second temps : approfondir les connaissances au niveau des caractéristiques
aéroélastiques de diverses sections et de leur non-linéarité. Ces deux parties de la recherche
sont plutôt fondamentales. Dans un troisième temps : appliquer les connaissances obtenues
à un modèle numérique en dynamique transitoire aﬁn de prédire le comportement de la
section en tenant compte des non-linéarités. Cette partie est plus appliquée.
1.4 Contributions originales
Ce projet permettra d’enrichir la communauté scientiﬁque par le biais de 3 contributions
originales :
- la mise en évidence de la contribution du déplacement horizontal lors du ﬂottement
d’un pont ;
- la mise en évidence de la dépendance à la fréquence et à l’amplitude des forces de
ﬂottement ainsi que de l’eﬀet du choix de ces paramètres ;
- le développement d’une méthode expérimentale et analytique permettant l’intégra-
tion temporelle non linéaire des forces auto-excitées.
1.5 Plan du document
Cette thèse est écrite au format "par article" et est composée de 6 chapitres et 3 annexes.
Une revue de l’état de l’art est présentée au chapitre 2. Le chapitre 3 présente le premier
article traitant de l’eﬀet du déplacement horizontal. Le chapitre 4 présente le deuxième
article traitant de la dépendance du ﬂottement à la fréquence et à l’amplitude. Le chapitre
5 présente le troisième article traitant de l’analyse transitoire non linéaire du ﬂottement. La
conclusion est présentée au chapitre 6. Les annexes A, B et C présentent tous les résultats
expérimentaux bruts d’extraction de coeﬃcients instationnaires ayant servi respectivement
aux articles 1, 2 et 3.
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CHAPITRE 2
Revue de la littérature
De façon générale, les tabliers de ponts ont une section non proﬁlée et qui est unique à
chaque projet. De plus, la plupart des grands ponts enjambent une vallée ou une étendue
d’eau, ce qui constitue généralement un corridor où les vents peuvent être très importants.
Pour ces raisons, il est primordial de déterminer les caractéristiques aérodynamiques de
ceux-ci aﬁn de s’assurer d’oﬀrir une conception sécuritaire et confortable.
Avec la progression de l’informatique au cours des dernières décennies, la CFD (Computed
Fluid Dynamics) a grandement évolué. Toutefois, ses capacités sont encore limitées et
son utilisation est encore très lourde et fastidieuse. Selon Nieto et al. [2010], la CFD est
un outil qui permet d’améliorer le comportement aérodynamique d’une section de pont
en développement à faible coût. Toutefois, dans la majorité des cas, les concepteurs ont
recours à des essais en souﬄerie aﬁn de prédire non seulement les eﬀorts à appliquer
sur la structure, mais aussi la stabilité aérodynamique de l’ouvrage avant de ﬁnaliser la
conception.
Le présent chapitre a d’abord pour but de déﬁnir le cadre général entourant les caracté-
ristiques aérodynamiques des ponts, puis de faire l’état des connaissances actuelles dans
le domaine du ﬂottement des ponts.
2.1 Cadre général
2.1.1 Principaux types d’essais
Selon les informations requises et le stade de conception de l’ouvrage, plusieurs types
d’essais en souﬄerie peuvent être eﬀectués. Dans la pratique, deux types d’essais sont ma-
joritairement employés dans le but de déterminer les propriétés aérodynamiques des ponts
(stabilité et eﬀorts). L’article de Farquharson [1947] présente les premiers essais aérody-
namiques modernes eﬀectués lors de la conception du pont remplaçant le pont de Tacoma
(États-Unis) qui s’est écroulé en 1940. Cette étude comportait les deux principaux types
d’essais : les essais sectionnels et les essais aéroélastiques. Les deux prochaines sections pré-
sentent ces deux types d’essais. Le projet présenté sera réalisé à l’aide d’essais sectionnels.
Pour cette raison, l’accent sera mis sur ce dernier type pour la suite du document.
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Essais sectionnels
Le premier type est un essai eﬀectué avec l’aide d’un modèle sectionnel rigide, aussi appelé
modèle rigide d’un tronçon, qui est supporté par un montage ﬂexible dont toutes les
caractéristiques dynamiques (rigidité, masse et amortissement) sont ajustables [Hjorth-
Hansen et Hilmarsen, 1985; Scanlan et Sabzevari, 1969; Singh, 1997]. Ce type d’essai a été
développé il y a plusieurs décennies et a peu évolué depuis. Évidemment, le développement
de la technologie a permis d’améliorer grandement la mesure et l’acquisition de donnée,
mais la mécanique du montage est restée pratiquement inchangée. Il semblerait que des
essais sectionnels statiques aient été développés avant les essais de [Farquharson, 1947]
dans le but de déterminer les coeﬃcients aérodynamiques. Dans la plupart des cas, le
montage sectionnel "moderne" permet au modèle d’osciller selon deux degrés de liberté
(DDL), généralement la torsion selon l’axe longitudinal de la section et le déplacement
vertical. Les résultats de stabilité aérodynamique du tablier d’un pont ainsi obtenus sont
de nature conservatrice et doivent être extrapolés au pont entier.
Essais aéroélastiques
Le deuxième type d’essais s’eﬀectue à l’aide d’un modèle aéroélastique d’un pont entier.
Contrairement aux modèles des essais sectionnels, ce type de modèle est ﬂexible et est posé
sur le plancher de la souﬄerie. Il est conçu de façon à reproduire les modes principaux
d’un pont à échelle réelle tout en conservant le bon ratio des fréquences [Miyata et al.,
1994; Ukeguchi et al., 1967]. Généralement, les eﬀorts à la base des piliers ainsi que le
déplacement de plusieurs points sont mesurés. Ces essais sont régulièrement réalisés avec
un écoulement non turbulent puis avec un écoulement reproduisant la turbulence et la
couche limite naturelle du vent mesurées sur le site. Les résultats obtenus procurent des
informations plus complètes sur le comportement d’ensemble du pont, mais la complexité
de la conception du modèle les rend très dispendieux.
2.1.2 Forces aérodynamiques
Déﬁnition
Les forces aérodynamiques sont des forces générées par la vitesse relative entre un objet
et l’air. De façon générale, il y a deux parties à ces forces : la force moyenne et la force
ﬂuctuante. Pour une section donnée et à une vitesse relative constante, la force moyenne est
constante. La partie ﬂuctuante est causée par les ﬂuctuations de vitesse dans l’écoulement
(turbulence) et par les variations de pression instables causées par l’écoulement autour du
corps. Cette dernière cause est appelée la signature d’un corps.
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Dans la réalité, les forces aérodynamiques sont divisées en six composantes : trois forces
de translation suivant chacun des trois axes géométriques et trois moments autour de ces
mêmes trois axes. Dans la pratique, particulièrement dans le cas des modèles sectionnels,
on ne considère seulement que trois de ces composantes, soit : la force de traînée, la force
de portance et le moment de tangage. La convention utilisée dans le cadre de la présente
section pour déﬁnir ces trois composantes est présentée à la Figure 2.1.
Figure 2.1 Convention de signe des eﬀorts aérodynamiques.
Pour chacune de ces forces, il est possible d’extraire un coeﬃcient aérodynamique qui relie
la pression dynamique du vent, une surface de référence et un bras de levier (dans le cas
des moments), à la force aérodynamique moyenne.
Mesure
Lors d’essais sectionnels les forces aérodynamiques agissant sur le modèle peuvent être
mesurées selon trois DDL et les équations 2.1 à 2.3 sont employées pour extraire les
coeﬃcients, [Strommen, 2006].
FD =
1
2
ρ · V 2 · L ·D · CD (2.1)
FL =
1
2
ρ · V 2 · L ·B · CL (2.2)
M =
1
2
ρ · V 2 · L · B2 · CM (2.3)
où FD, FL et M sont respectivement la force de traînée, de portance et le moment, ρ est
la masse volumique de l’air en kg/m3, V est la vitesse moyenne du vent en m/s, L, D
et B sont respectivement la longueur, l’épaisseur et la largeur du modèle en mètre. Les
coeﬃcients obtenus sont adimensionnels. Selon la convention utilisée, les coeﬃcients CQ
où Q = D,L,M pourraient aussi être adimensionnalisés par une dimension caractéristique
remplaçant B ou D.
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2.1.3 Détachement tourbillonnaire
Tourbillons de Von Kármán
Selon Simiu et Scanlan [1996], une section non proﬁlée soumise à l’écoulement d’un ﬂuide,
de par sa nature, produit des tourbillons dont le comportement peut être caractérisé en
fonction du nombre de Reynolds (voir section 2.1.4). Pour de très faibles valeurs de Re,
l’écoulement reste attaché à la section, ce qui ne produit pas de tourbillons. Avec une légère
augmentation de Re, l’écoulement se sépare et des tourbillons stationnaires se forment.
Lorsque Re atteint une valeur critique, les tourbillons formés par la séparation de l’écoule-
ment se détachent en alternance de part et d’autre de la section. Ce type de tourbillon est
appelé : tourbillons de Kármán. La fréquence de détachement des tourbillons, la vitesse
de l’écoulement et l’épaisseur apparente de la section sont reliées par une constante adi-
mensionnelle : le nombre de Strouhal. Cette constante est caractéristique à chaque section,
sans égard à l’échelle. La relation qui relie les variables mentionnées précédemment au
nombre de Strouhal est présentée à l’équation 2.4.
S =
fD
V
(2.4)
où f est la fréquence de détachement en Hz, D est une dimension caractéristique en mètre
(voir Figure 2.1) et V est la vitesse de l’écoulement en m/s.
Lorsque la vitesse V s’approche de la vitesse qui engendre une fréquence de détachement
tourbillonnaire correspondant à une fréquence propre de la structure, un phénomène de
résonance dynamique se produit. Lorsque la structure est ﬂexible, le déplacement harmo-
nique engendré par la résonance interagit avec l’écoulement autour de la section. À partir
de cette vitesse de vent et sur une petite plage de vitesse, la fréquence de détachement
tourbillonnaire se synchronise avec la fréquence mécanique de la structure, même si la
fréquence de Strouhal diﬀère de celle-ci. En anglais, ce phénomène est connu sous le nom
de "lock-in" (voir Strommen [2006]).
La Figure 2.2 présente une visualisation à haute vitesse d’un détachement tourbillonnaire
en aval d’un tube cylindrique en mouvement [Dallaire, 2008].
Tourbillons générés par le mouvement
Ce type de détachement tourbillonnaire est présenté dans [Matsumoto et al., 2008]. Les
tourbillons sont générés par la couche de cisaillement instable dû au mouvement de la
section. Les tourbillons générés à l’avant du modèle voyagent jusqu’à l’arrière de celui-ci
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Figure 2.2 Détachement tourbillonnaire Source : [Dallaire, 2008].
avec une vitesse moindre que celle de l’écoulement. Lorsque ces tourbillons se joignent à
ceux générés derrière le modèle au moment de se détacher, le modèle peut se mettre à
vibrer.
La vitesse réduite à laquelle le phénomène se produit pour un cylindre rectangulaire peut
être calculée à l’aide de l’équation 2.5 pour le mode vertical et 2.6 pour le mode en torsion,
[Matsumoto et al., 2008].
Vh =
1
N
1.67
B
D
(2.5)
Vh =
2
2N − 11.67
B
D
(2.6)
où N est un entier positif. La Figure 2.3 représente graphiquement le phénomène.
Ce phénomène a été mis en évidence par Matsumoto et al. [2008] grâce à l’utilisation de
"splitter plate" servant à détruire les tourbillons de Kármán. Ils ont ainsi pu observer que
les pics de résonance due au détachement tourbillonnaire étaient parfois encore présents
après l’installation d’une "splitter plate". À titre d’exemple, la Figure 2.4 présente le
déplacement vertical d’une section rectangulaire avec un ratio B/D = 4 en fonction de
la vitesse réduite pour les cas avec et sans "splitter plate". On peut dénoter une légère
réduction de l’amplitude du déplacement lors de l’utilisation des plaques, ce qui signiﬁe
que ces résonances sont majoritairement dues aux tourbillons générés par le mouvement.
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Figure 2.3 Tourbillons générés par le mouvement dus au déplacement vertical
ou en torsion Source : [Matsumoto et al., 2008].
Eﬀets
Selon l’amortissement total de la structure, le détachement tourbillonnaire peut provoquer
des déplacements importants. L’amplitude des déplacements dépasse rarement D/2 dans
un écoulement d’air. Ces déplacements peuvent causer un inconfort aux utilisateurs et,
parfois, engendrer une usure en fatigue prématurée de la structure. Beaucoup de recherches
sont eﬀectuées à ce sujet dans le domaine des conducteurs électriques aériens puisqu’il
s’agit d’une problématique importante au niveau de leur résistance en fatigue.
2.1.4 Eﬀet du nombre de Reynolds
Selon [Fox et al., 2009], les forces aérodynamiques peuvent être engendrées par deux phé-
nomènes : la friction et la pression. Il est possible d’évaluer l’importance de chacune de
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Figure 2.4 Stabilité verticale d’un cylindre rectangulaire avec et sans "splitter
plate" (B/D = 4) Source : [Matsumoto et al., 2008].
ces deux composantes à l’aide d’un nombre sans dimension, le nombre de Reynolds :
Re =
ρV D
μ
(2.7)
où ρ est la densité du ﬂuide, V est la vitesse de l’écoulement, D est la dimension de la
section perpendiculaire à l’écoulement en supposant un écoulement à deux dimensions
et μ est la viscosité du ﬂuide. Si le nombre de Reynolds est petit, l’eﬀet visqueux (la
friction) sera important. S’il est grand, l’eﬀet visqueux sera négligeable. Toutefois, à de
hautes valeurs de Reynolds, la viscosité du ﬂuide entraîne l’apparition d’une couche limite
à la surface du corps, ce qui a généralement pour eﬀet de mener à une séparation de
l’écoulement et ainsi créer un sillage.
Cette variation de l’écoulement en fonction du nombre de Reynolds entraîne une variation
du comportement aérodynamique d’un corps, notamment au niveau des forces aérody-
namiques. Par exemple, la Figure 2.5 présente la variation du coeﬃcient de traînée d’un
cylindre en fonction du nombre de Reynolds.
Le nombre de Reynolds peut aussi entraîner une variation du nombre de Strouhal. Schewe
et Larsen [1998] ont utilisé une souﬄerie pressurisée, pouvant atteindre une pression sta-
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Figure 2.5 Variation de coeﬃcient de traînée d’un cylindre en fonction du
nombre de Reynolds Source : [Fox et al., 2009].
tique de 100 bar, pour faire varier les propriétés de l’air, et donc le nombre de Reynolds,
sans changer la vitesse de l’écoulement. Des essais sur une section du pont Great Belt East
Bridge ont permis de démontrer l’eﬀet sur le coeﬃcient de traînée ainsi que sur le nombre
de Strouhal, voir Figure 2.6. Une visualisation de l’écoulement a permis de déterminer que
la majeure partie de l’eﬀet provient d’un changement dans l’écoulement sous la section.
Avec le nombre de Reynolds qui augmente, la zone de transition laminaire-turbulente se
déplace, ce qui diminue la largeur du sillage.
Figure 2.6 Variation de coeﬃcient de traînée et du nombre de Strouhal en
fonction du nombre de Reynolds Source : [Schewe et Larsen, 1998].
2.1.5 Ballotement
Le ballottement est la réponse d’une structure à la partie ﬂuctuante du vent, la turbulence.
Cette turbulence peut provenir directement de l’écoulement (rugosité, sillage d’un autre
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corps...) ou, encore, être produite par la structure elle-même. Ce dernier type est appelé
la signature d’une structure. De façon générale, la réponse d’une structure soumise à de
la turbulence est calculée en linéarisant le système à l’aide de l’hypothèse quasi statique
(voir 2.2.3). Le système linéaire peut ensuite être résolu dans le domaine fréquentiel ou
temporel. Cette théorie a été développée par A. G. Davenport. Stoyanoﬀ [2001] présente
les équations permettant de calculer les forces de ballottement en dynamique transitoire :
FD(t) =
1
2
ρDU2rel(t)CD(α(t)) (2.8)
FL(t) =
1
2
ρBU2rel(t)CL(α(t)) (2.9)
M(t) =
1
2
ρB2U2rel(t)CM(α(t)) (2.10)
où CD(α(t)), CL(α(t)) et CM(α(t)) sont les coeﬃcients de force pour l’angle instantané
α. L’équation 2.8 a été légèrement modiﬁée pour rester consistant avec la convention de
signe présentée à la ﬁgure 2.1. Les expressions suivantes permettent de déterminer les
coeﬃcients de force basés sur l’angle d’incidence moyen :
CD(α(t)) = CD +
dCD
dα
α(t) (2.11)
CL(α(t)) = CL +
dCL
dα
α(t) (2.12)
CM(α(t)) = CM +
dCM
dα
α(t) (2.13)
où CD, CL et CM sont les coeﬃcients de force pour l’angle d’incidence moyen. Les autres
variables, présentées à la Figure 2.7, sont : U¯ la vitesse moyenne, Urel la vitesse relative,
u et w les composantes ﬂuctuantes du vent, x˙ et z˙ la vitesse de la section selon x et z, α
l’angle relatif et θ l’angle d’incidence moyen.
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Figure 2.7 Déﬁnition des paramètres du ballottement.
2.1.6 Autres phénomènes
D’autres phénomènes aérodynamiques, présentés au chapitre 6 de [Simiu et Scanlan, 1996],
peuvent inﬂuencer la stabilité d’une structure.
Le galop est un phénomène qui aﬀecte généralement des structures élancées ayant une
forme particulière, telle qu’une section rectangulaire ou une section en "D". Ce phénomène
peut engendrer de très grandes amplitudes de vibration à basse fréquence dans la direction
perpendiculaire au vent. Il arrive parfois qu’il soit critique pour des ponts suspendus très
élancés. Le galop est un cas particulier du ﬂottement (voir 2.2).
La divergence en torsion survient lorsque deux conditions sont rassemblées : la rigidité
en torsion d’une structure est faible et son coeﬃcient de moment (CM) augmente en
fonction de l’angle d’incidence qui croît avec la torsion. Lorsque la vitesse critique est
atteinte, la rotation de la section engendre une augmentation du moment de torsion telle
qu’il y a apparition d’une instabilité structurale comparable au ﬂambement d’une colonne.
2.2 Flottement
Le ﬂottement est une instabilité dite auto-excitée. Il peut impliquer seulement un mode
ou, encore, un couplage de plusieurs modes d’un pont à la fois. Les amplitudes de vibration
obtenues sont très grandes et peuvent mener à la ruine de l’ouvrage. Contrairement au
détachement tourbillonnaire, une fois la vitesse de ﬂottement atteinte, l’amplitude ne fait
que croître avec la vitesse de vent. Il est à noter que ce phénomène est aussi présent pour
d’autres types de structures telles que les proﬁlés d’ailes d’avion.
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Selon Matsumoto et al. [2002], on peut distinguer cinq types de ﬂottement qui peuvent
être regroupés en trois catégories. Tout d’abord, il y a ceux contrôlés par l’amortissement
aérodynamique : le ﬂottement en torsion à faible vitesse et celui à haute vitesse. Ces
deux phénomènes sont principalement dus à l’amortissement aérodynamique en torsion
qui devient négatif et de valeur suﬃsante pour surpasser l’amortissement structural, avec
la vitesse de l’écoulement qui croît. Ensuite, il y a ceux contrôlés par la rigidité aérody-
namique : le ﬂottement vertical et le ﬂottement en torsion couplée. Ils sont dits couplés
puisque l’instabilité provient principalement des termes couplés A1 et H3, que l’on retrouve
dans les matrices 2.16 et 2.17, et qui changent de signe à haute vitesse. Finalement, le ﬂot-
tement hybride apparait lorsqu’un des types de ﬂottement en torsion survient à la même
vitesse que le phénomène de ﬂottement vertical. L’apparition de chacun des types de ﬂot-
tement énumérés précédemment dépend de la géométrie et de l’amortissement mécanique
de la structure.
Chen et Kareem [2008] se sont attardés plus en profondeur au ﬂottement couplé et ont
déterminé que plusieurs paramètres inﬂuencent l’apparition de celui-ci : le ratio des fré-
quences, le ratio d’amortissement, les propriétés de masse et les termes couplés. Ils pro-
posent aussi que la présence de modes ayant des déformés semblables, mais selon deux
DDL diﬀérents, favorise l’apparition de ﬂottement couplé.
Ukeguchi et al. [1967] présentent un autre type de ﬂottement : le ﬂottement de décrochage
("Stall ﬂutter"). Ce ﬂottement survient lorsque l’angle d’incidence est supérieur à l’angle
de décrochage. Dans le cas qui nous intéresse, l’angle de décrochage est l’angle d’incidence
auquel le coeﬃcient de moment chute radicalement (voir Figure 2.8). Ce décrochage est
généralement associé à un changement important dans l’écoulement autour de la section.
Ce ﬂottement est caractérisé par une vitesse critique basse, une amplitude plutôt constante
pour une vitesse donnée, une fréquence très près de la fréquence naturelle en torsion et un
mouvement en torsion dominant.
2.2.1 Centre aérodynamique
Le centre aérodynamique d’une section est le point où la force de portance incrémentale,
due à un changement d’angle d’incidence, agit. La variation du moment en fonction de
l’angle d’incidence est donc nulle [Benson, 2014]. Pour un proﬁlé NACA symétrique, le
centre aérodynamique se situe vis-à-vis le quart de la corde. L’observation de ﬂottement
couplé de section de pont nous montre que le centre de rotation du mouvement progresse du
centre de rotation mécanique vers le centre aérodynamique, qui est plus en amont. Hjorth-
Hansen et Hilmarsen [1985] ont mesuré le déplacement du centre de rotation pendant leur
16 CHAPITRE 2. REVUE DE LA LITTÉRATURE
Figure 2.8 Coeﬃcient de moment avec décrochage Source : [Ukeguchi et al., 1967].
essais en souﬄerie sur des modèles sectionnels. Les modèles étaient tous similaires et ne
variaient que par la largeur de l’ouverture entre les bandes pleines du tablier. Le Tableau
2.1 présente un résumé des caractéristiques des modèles et des déplacements des centres
de rotation. On constate donc que le centre de rotation se déplace systématiquement vers
l’amont. Par contre, contrairement aux proﬁlés d’aile d’avion, la position du centre de
rotation varie en fonction de la section.
Tableau 2.1 Déplacement du centre de rotationà partir d’un angle d’incidence
de 0o
Modèle Largeur (B) Déplacement vers l’amont Position
(mm) (mm) (% de B)
A 282.2 40-50 36-32
B 345.8 10-60 47-33
C 416.2 40-240 40-(-8)
D 481.4 140-240 20-0
2.2.2 Méthode modale hybride
Depuis plus de quarante ans, le ﬂottement d’une section soumise à un écoulement d’air (aile
d’avion, pont...) peut être prédit mathématiquement à l’aide des coeﬃcients instationnaires
développés par Scanlan et Tomko [1971]. Cette méthode permet la prédiction des forces
aéroélastiques en jeu dans le mouvement d’une section qui s’approche du ﬂottement. Dans
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l’article [Scanlan, 1998], il déﬁnit cette méthode comme étant hybride. C’est-à-dire que
les forces sont déﬁnies dans le domaine temporel, mais les coeﬃcients instationnaires sont
fonction de la fréquence. L’équation 2.14 présente l’équilibre des forces dynamiques d’une
section soumise à un écoulement d’air sans turbulence en régime libre dissipatif.
Msr¨(t) +Csr˙(t) +Ksr(t) = Cae(U, Ured)r˙(t) +Kae(U, Ured)r(t) (2.14)
r(t) =
[
p(t) h(t) a(t)
]T
(2.15)
où r(t) est la matrice des déplacements de la section en fonction du temps, p(t), h(t) et
α(t) sont respectivement les déplacements horizontal, vertical et en rotation en fonction
du temps, Ms est la matrice des masses dynamiques de la section, Cs est la matrice
d’amortissement structural de la section, Ks est la matrice de rigidité structurale de la
section, Cae est la matrice d’amortissement aérodynamique de la section et Kae est la
matrice de rigidité aérodynamique de la section et Ured = U/fB est la vitesse réduite où
U la vitesse de l’écoulement, f est la fréquence du mouvement et 2b = B est la largeur
du tablier. Les matrices d’amortissement et de rigidité aérodynamiques contiennent les
coeﬃcients instationnaires.
Pour un système à trois DDL, les matrices d’amortissement et de rigidité aérodynamiques
sont déﬁnies comme suit :
Cae =
1
2
ρU22bk
⎡
⎢⎣
P ∗1 /U P
∗
5 /U bP
∗
2 /U
H∗5/U H
∗
1/U bH
∗
2/U
bA∗5/U bA
∗
1/U b
2A∗2/U
⎤
⎥⎦ (2.16)
Kae =
1
2
ρU22bk2
⎡
⎢⎣
P ∗4 /b P
∗
6 /b P
∗
3
H∗6/b H
∗
4/b H
∗
3
A∗6 A
∗
4 bA
∗
3
⎤
⎥⎦ (2.17)
où k = ωb/U est la fréquence réduite, où ω est la pulsation propre du mode considéré,
les coeﬃcients P ∗i , H
∗
i et A
∗
i , avec i = 1 : 6 sont les coeﬃcients instationnaires et sont
respectivement reliés au mouvement horizontal, vertical et en torsion.
On peut aussi développer ce système matriciel en trois équations représentant les forces
auto-excitées :
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Df(t) =
1
2
ρU2(2b)
(
kP ∗1
p˙
U
+ kP ∗2
ba˙
U
+ k2P ∗3 a+ k
2P ∗4
p
b
+ kP ∗5
h˙
U
+ k2P ∗6
h
b
)
(2.18)
Lf (t) =
1
2
ρU2(2b)
(
kH∗1
h˙
U
+ kH∗2
ba˙
U
+ k2H∗3a+ k
2H∗4
h
b
+ kH∗5
p˙
U
+ k2H∗6
p
b
)
(2.19)
Mf (t) =
1
2
ρU2(2b2)
(
kA∗1
h˙
U
+ kA∗2
ba˙
U
+ k2A∗3a + k
2A∗4
h
b
+ kA∗5
p˙
U
+ k2A∗6
p
b
)
(2.20)
où Df(t), Lf(t) et Mf (t) sont les forces auto-excitées de traînée, de portance et de mo-
ment en fonction du temps. Dans certains cas, les matrices de rigidité et d’amortissement
structurales et aérodynamiques sont combinées pour créer les matrices équivalentes. Un
exemple de ces matrices, tiré de [Chen et Kareem, 2004], est présenté pour un système à
deux DDL, soit le déplacement vertical et la torsion :
Ce =
[
2mξhωh − ρωhb2H∗1 −ρωhb3H∗2
−ρωab3A∗1 2Iξaωa − ρωab4A∗2
]
(2.21)
Ke =
[
mω2h − ρω2hb2H∗4 −ρω2hb3H∗3
−ρω2ab3A∗4 Iω2a − ρω2ab4A∗3
]
(2.22)
où m et I sont la masse et le moment d’inertie de masse par unité de longueur du tablier,
ωh, ωa, ξh et ξa sont les pulsations propres et les taux d’amortissement critique structural
associés aux modes vertical et en rotation respectivement.
De cette formulation, il est intéressant de remarquer que les termes provenant des forces
auto-excitées sont soustraits aux termes structuraux. Cela revient donc à dire qu’un coef-
ﬁcient instationnaire positif a pour eﬀet de diminuer les valeurs eﬀectives d’amortissement
ou de rigidité.
Dépendances entre les coeﬃcients
[Matsumoto, 1996] présente des équations permettant d’établir une dépendance entre cer-
tains coeﬃcients instationnaires. L’équation 2.23 présente les relations entre les coeﬃcients
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proposés. De plus, une relation entre H∗1 etH
∗
4 et A
∗
2 et A
∗
3 découle de la fonction de Wagner
équivalente. Des essais sur des prismes rectangulaires démontrent que la théorie fonctionne
bien dans la plupart des cas. Des prismes ayant un ratio largeur sur hauteur B/D > 5 ont
été employés puisqu’ils sont moins aﬀectés par le détachement tourbillonnaire. La ﬁgure
2.9 présente la comparaison entre les coeﬃcients mesurés et ceux calculés à partir d’autres
coeﬃcients.
H∗1 = kH
∗
3 , H
∗
4 = −kH∗2 , A∗1 = kA∗3, A∗4 = −kA∗2 (2.23)
Figure 2.9 Dépendances entre les coeﬃcients instationnaires (B/D = 20) : (a)
H∗1 , H
∗
3 ; (b) H
∗
2 , H
∗
4 ; (c) A
∗
1, A
∗
3 ; (d) A
∗
2, A
∗
4 ; (e) H
∗
1 , H
∗
4 ; (f) A
∗
2, A
∗
3. Source :
[Matsumoto, 1996].
[Singh, 1997] a aussi présenté des équivalences entre les coeﬃcients basés sur la théorie des
ailes de [Theodorsen, 1935]. Ses essais ont toutefois démontré que cette interdépendance
n’est pas toujours applicable pour des proﬁlés de pont, même s’ils sont plutôt proﬁlés. Il
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propose donc que tous les coeﬃcients soient extraits expérimentalement pour chaque pont
à l’étude.
Eﬀet du détachement tourbillonnaire sur le ﬂottement
Scanlan et Tomko [1971] présentent une des premières séries d’essais d’extraction des
coeﬃcients instationnaires sur des sections de pont. Parmi ces sections, on retrouve la
section originale du pont de Tacoma. En plus d’un changement de signe drastique à basse
vitesse réduite du coeﬃcient A∗2, ils ont aussi pu observer une variation drastique du
coeﬃcient H∗1 , responsable de l’amortissement aérodynamique direct pour le déplacement
vertical. Ce comportement a aussi été observé pour la plupart des sections en "H" mises à
l’essai. Selon Scanlan et Tomko [1971], tant que la bonne fréquence de Strouhal n’est pas
atteinte, la section a beaucoup d’amortissement vertical. Toutefois, lorsque les tourbillons
commencent à se détacher à la bonne fréquence, les forces générées vont à l’encontre de
l’amortissement aérodynamique, pouvant même le faire passer négatif, ce qui laisse place
à des oscillations auto-excitées.
Scanlan [1998] a adapté un modèle numérique de résonance au détachement tourbillon-
naire, celui de Van Der Pol, pour le rapprocher de la formulation des forces auto-excitées.
Pour le DDL vertical uniquement, il propose que l’expression de la force qui équilibre le
système dynamique en situation d’accrochage ("lock-in") soit la suivante :
Lf =
1
2
ρU2(2b)
(
kH∗1
h˙
U
− CLsinωt
)
(2.24)
où CL est un terme qui contrôle l’amplitude, à ne pas confondre avec le coeﬃcient de
portance, et tous les autres termes sont tels que déﬁnis auparavant. Une solution générale
de ce système permettant le calage des paramètres à partir de résultats expérimentaux est
la suivante :
h(t) =
[
(ho − h1)e−γωt + h1
]
cos(ωt+ θ) (2.25)
où h0 est l’amplitude initiale après le lâcher, h1 est l’amplitude en régime permanent, θ
est un déphasage et γ est le taux d’amortissement eﬀectif et est égale à :
γ = ξ − ρ(2b)
2
4m
H∗1 (2.26)
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où ξ est le taux d’amortissement mécanique du système. On peut constater à l’équation
2.25 que le décrément a un eﬀet seulement sur le déplacement excédentaire au déplacement
en régime permanent. À cet eﬀet, l’auteur souligne que des précautions doivent être prises
lors de l’extraction des coeﬃcients instationnaires par la méthode du décrément dans une
plage de vitesse où il y a accrochage. Cette réﬂexion est aussi valable dans le cas de
l’extraction des coeﬃcients reliés à la torsion. Il mentionne aussi qu’il est possible que
certains coeﬃcients extraits dans le passé (avant 1998) aient pu être erronés.
Matsumoto et al. [2008] ont constaté que le détachement tourbillonnaire peut parfois
avoir un eﬀet sur le ﬂottement. Par exemple, pour le cas d’un cylindre rectangulaire avec
B/D = 4 et avec l’axe de rotation en son centre, l’ajout d’une "splitter plate" supprimant
les tourbillons de kármán a eu pour eﬀet de transformer ce qui semblait être du ﬂotte-
ment en pic de résonance. Le ﬂottement est ensuite apparu à une vitesse plus grande (voir
Figure 2.10). Toutefois, il n’y a pas de diﬀérences signiﬁcatives au niveau des coeﬃcients
instationnaires. Dans le cas où l’axe de rotation du cylindre est positionné à l’avant, ils
ont pu constater que l’ajout de "splitter plate" n’avait pas d’eﬀet sur la stabilité en tor-
sion. Toutefois, une augmentation du taux d’amortissement a eu pour eﬀet de repousser
la vitesse de ﬂottement et de laisser apparaître un pic de résonance en torsion (voir Figure
2.11). Les auteurs postulent que, dans le cas où l’amortissement est plus faible, le déta-
chement tourbillonnaire amorce le ﬂottement. Ce même phénomène a été rencontré par
Prud’homme [2010].
Figure 2.10 Stabilité en torsion d’un cylindre rectangulaire avec son axe de
rotation au centre. Source : [Matsumoto et al., 2008].
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Figure 2.11 Stabilité en torsion d’un cylindre rectangulaire avec son axe de
rotation à l’avant. Source : [Matsumoto et al., 2008].
2.2.3 Extraction des coeﬃcients
Les coeﬃcients constituants les matrices de rigidité et d’amortissement aérodynamique
peuvent être extraits à l’aide de diﬀérents types d’essais. Trois familles de méthodologie
expérimentale sont généralement utilisées : régime libre décroissant, mouvement forcé ou
vibration ambiante. Les deux premières méthodes sont réalisées en souﬄerie à l’aide de
modèles rigides de tronçons alors que la troisième peut aussi bien être réalisée en souﬄerie
qu’à échelle réelle.
Méthodes en régime libre décroissant
La première famille de méthodes est basée sur l’identiﬁcation du système à l’aide de signaux
de déplacements libres décroissants d’un modèle sectionnel soumis à un déplacement initial
[Falco et al., 1992; Scanlan et Sabzevari, 1969; Singh, 1997]. L’identiﬁcation du système
consiste en l’identiﬁcation des matrices de rigidité et d’amortissement équivalentes et est
généralement réalisée de la façon suivante. Un déplacement initial est généralement imposé
en tirant sur le modèle à l’aide d’un câble, puis en le relâchant quasi instantanément à
l’aide d’un mécanisme de déclenchement rapide. Dans tous les cas, des mesures sans vent
doivent être eﬀectuées aﬁn de déterminer les caractéristiques mécaniques du système.
Par la suite, des mesures sont prises à diﬀérentes vitesses de vent aﬁn de déterminer les
caractéristiques eﬀectives du système. Ces caractéristiques peuvent être extraites à l’aide
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de diﬀérentes méthodes qui seront brièvement expliquées plus loin. Certaines techniques
peuvent nécessiter plus d’un lâcher par vitesse de vent. Finalement, les caractéristiques
aérodynamiques sont déduites à partir des caractéristiques eﬀectives et mécaniques, puis
les coeﬃcients instationnaires sont calculés. Dans tous les cas, le nombre de coeﬃcients
pouvant être extraits dépend du nombre de DDL du montage utilisé. Par exemple, un
montage à 2 DDL permettra de déterminer 2 termes directs et 2 termes couplés par
matrice aérodynamique, pour un total de 8 coeﬃcients.
La méthode en régime libre comporte plusieurs avantages. Premièrement, tel que précisé
par Larsen [2014], la mise en place de ce type d’essai est simple et rapide lorsqu’un montage
pour essais sectionnels à deux ou trois DDL est disponible. Deuxièmement, le modèle étant
libre de vibrer, la détermination de la vitesse de ﬂottement est automatiquement faite de
façon expérimentale. Troisièmement, cette méthode permet de quantiﬁer le couplage ainsi
que le déphasage entre les diﬀérents modes de vibration du modèle.
La méthode comporte toutefois aussi plusieurs inconvénients. Premièrement, les essais en
souﬄerie sont plutôt longs et fastidieux dû au nombre de lâcher à réaliser. Deuxième-
ment, l’obtention d’information pour des vitesses dépassant celle du ﬂottement nécessite
une augmentation importante du taux d’amortissement, ce qui diminue la précision des
informations obtenues à basses vitesses. Troisièmement, il est diﬃcile d’étudier l’eﬀet de
l’amplitude et de la vitesse du déplacement sur les résultats.
Les principales méthodes servant à l’identiﬁcation du système sont résumées dans les pages
qui suivent.
Décroissance du déplacement Cette méthode est basée sur la mesure directe des fré-
quences, des taux d’amortissement et du déphasage entre les modes pour extraire certains
coeﬃcients instationnaires. [Scanlan et Sabzevari, 1967; Scanlan et Tomko, 1971; Strom-
men, 2006] proposent une méthode basée sur l’expansion de l’équation 2.14 permettant
d’extraire six coeﬃcients, soit : H∗1 , H
∗
2 , H
∗
3 , A
∗
1, A
∗
2 et A
∗
3. Cette méthode requiert, pour
chaque vitesse de vent, trois signaux de décroissance diﬀérents. Le premier, où il n’y a
pas de rotation, permet d’obtenir le terme direct relié à l’amortissement en translation
verticale (H∗1). Le deuxième, où il n’y a pas de déplacement vertical, permet d’obtenir
les termes directs reliés à la rigidité et à l’amortissement en rotation (A∗3 et A
∗
2). Puis un
signal où il y a du déplacement vertical et en torsion à la fois, ce qui permet d’obtenir les
termes couplés (A∗1, H
∗
2 et H
∗
3 ).
Scanlan et Tomko [1971] ont vériﬁé la validité de cette méthode en comparant les résultats
théoriques à ceux obtenus expérimentalement pour un proﬁlé d’aile d’avion NACA-0012.
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Les résultats sont généralement satisfaisants, bien que les valeurs obtenues pour les coef-
ﬁcients H1 et H2 divergent quelque peu des valeurs théoriques.
Cette méthode est mathématiquement très simple, mais requière plusieurs manipulations
et permet d’extraire un nombre de coeﬃcients limité.
Méthode des moindres carrés (OLS) Cette méthode est expliquée dans l’article de
Imai et al. [1989]. Elle consiste en la minimisation du vecteur d’erreur entre le signal lu
et le modèle mathématique représentant le système. Supposons ε(i), le vecteur d’erreur à
l’instant i. La méthode consiste à minimiser :
J =
N∑
i=3
ε(i)T ε(i) =
N∑
i=3
||ε(i)||2 (2.27)
la sommation débute à l’instant i = 3 puisque le modèle mathématique utilise les données
temporelles aux instants i, i− 1 et i− 2.
Des manipulations matricielles sont ensuite présentées dans le but d’obtenir directement
les caractéristiques du système qui minimisent J , mais il n’est pas pertinent de les pré-
senter dans ce document puisqu’elles ne sont valables que pour le modèle mathématique
sélectionné par les auteurs, en l’occurrence, le modèle ARMAX.
Shinozuka et al. [1982] et Imai et al. [1989] ont démontré que la méthode est biaisée
et ne converge pas vers les vraies valeurs des paramètres du système. Imai et al. [1989]
proposent que cette défaillance soit due à une sensibilité à la moyenne ﬂuctuante du signal.
Autrement dit, la méthode performe mal lorsqu’il y a du bruit dans le signal.
Une version améliorée de la méthode OLS, Instrumental Variable, est présentée dans [Sar-
kar et al., 1992].
Maximum likelihood (ML) Cette méthode est présentée dans [Imai et al., 1989] et [Shi-
nozuka et al., 1982]. Il s’agit d’une méthode probabiliste. Supposons P (y|u, θ), la densité
de probabilité de y sachant u et qui est fonction de θ, où y est le signal du système, u
est la partie ﬂuctuante du vent et θ est un vecteur contenant les paramètres du système.
Pour un ensemble [y, u] donné, P (y|u, θ) en fonction de θ est appelé la fonction de vrai-
semblance (likelihood function). Un estimé de θ qui maximise cette vraisemblance ou, de
façon équivalente
L = logP (y|u, θ) (2.28)
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constitue un estimé de vraisemblance maximum (maximum likelihood estimate) et est
dénoté θML.
Selon Imai et al. [1989], ce problème ne peut être résolu analytiquement et requière géné-
ralement l’écriture d’un algorithme de calcul non linéaire. Shinozuka et al. [1982] et Imai
et al. [1989] ont démontré que la méthode fonctionne bien, mais que le temps de calcul est
assez long.
Limited Information Maximum Likelihood (LIML) Cette méthode est présentée
par Shinozuka et al. [1982]. Il s’agit d’une variante plus eﬃcace de la méthode ML. La
méthode consiste à diviser le système en n équations correspondants aux n paramètres à
déterminer. Le qualiﬁcatif "Limited Information" provient du fait que, dans certains cas,
la décomposition en n systèmes force d’ignorer certaines informations.
Les exemples numériques de Shinozuka et al. [1982] montrent que la méthode donne de
bons résultats et que le temps de calcul est grandement réduit.
Ibrahim Time Domain (ITD) Ibrahim et Mikulcik [1977] présentent la méthode origi-
nale. De façon générale, la méthode requiert une excitation préalable du système qui a un
contenu fréquentiel couvrant la plage de fréquence à déterminer. Dans le cas d’un modèle
sectionnel, un lâcher imposant un déplacement initial selon tous les DDL d’intérêts est
suﬃsant.
La méthode se base sur la solution de l’équation du mouvement qui peut s’écrire de la
façon suivante :
x = peλt (2.29)
Supposant un système à n DDL, l’équation du mouvement peut alors être réécrite de la
façon suivante :
[
λ2M + λC +K
]
p = 0 (2.30)
où x est un vecteur qui contient les déplacements de chacun des DDL à l’instant t, p est un
vecteur de déplacements relatifs entre les DDL, λ est une valeur propre du système et M ,
C et K sont des matrices nxn. Pour les systèmes qui ne sont pas suramortis, la résolution
de l’équation 2.30 donne 2n valeur de λ et de p. Ces valeurs sont des paires conjuguées
complexes qui se combinent pour donner un mode et une fréquence réelle. La réponse du
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système est donc la somme de la réponse de chacun des modes et peut être exprimée à
l’instant i de la façon suivante :
x(ti) = xi =
2n∑
j=1
p
j
eλjti (2.31)
où j est le numéro du mode propre.
Après plusieurs manipulations mathématiques, il en ressort que l’équation à résoudre est
la suivante :
φˆφ−1Ψi = e
λiΔtΨi (2.32)
où φ et φˆ sont des matrices qui sont construites en agençant d’autres matrices contenant
le déplacement des n DDL pour tous les instants, mais avec un décalage temporel. Ψi
contient, entre autres, un mode propre (les n premières valeurs) et λi contient une valeur
propre. Il s’agit donc d’un problème aux valeurs propres.
Ibrahim et Mikulcik [1977] présentent aussi une méthode de sélection de Δt en fonction
de la plage de fréquence recherchée. Une technique est aussi présentée aﬁn de réduire l’ins-
trumentation requise pour les mesures du mouvement libre. Une validation de la méthode
sur une poutre encastrée et un treillis a démontré son eﬃcacité.
Selon Sarkar et al. [1992], Pappa [1983] a découvert un biais positif dans la méthode. Il a
donc proposé d’inverser les rôles de φ et φˆ et φˆ dans l’équation 2.32, ce qui introduit un
biais négatif. Une moyenne des deux valeurs obtenues formerait donc un meilleur estimé.
Sarkar et al. [1992] aﬃrment que dans la pratique, le décalage temporel entre les sous-
matrices formant φ soit de N2Δt plutôt que de Δt. De façon similaire, le décalage temporel
entre φ et φˆ serait de N1Δt plutôt que de Δt. L’équation 2.32, dans une forme OLS
équivalente devient donc :
[φˆφT ][φφT ]−1Ψi = e
λiN1ΔtΨi (2.33)
où N1 et N2 sont des entiers beaucoup plus petits que N , le nombre de pas de temps.
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Modiﬁed Ibrahim Time Domain (MITD) Sarkar et al. [1992] et Sarkar et al. [1994]
présentent une méthode améliorée basée sur la méthode ITD et sur les équations du
mouvement suivantes :
h(t) = C∗11e
λ1t cos(ωd1t + φ11) + C
∗
12e
λ2t cos(ωd2t+ φ12) (2.34)
a(t) = C∗21e
λ1t cos(ωd1t+ φ21) + C
∗
22e
λ2t cos(ωd2t+ φ22) (2.35)
La première étape consiste en la détermination des paramètres des équations 2.34 et 2.35
à l’aide de la méthode ITD. Tel que proposé par Pappa [1983], une moyenne entre les
valeurs obtenues avec un décalage temporel négatif et positif est faite. Ensuite, un nouvel
ensemble de N valeurs est créé à l’aide des équations 2.34 et 2.35 et des paramètres obtenus
précédemment. Ce nouvel ensemble de données est utilisé pour construire une nouvelle
matrice φ¯ qui remplacera φ pour la prochaine itération. Le processus est recommencé
jusqu’à ce que les valeurs des paramètres convergent. Une fois la convergence atteinte, les
matrices M et C peuvent être extraites.
Cette méthode itérative a pour eﬀet de diminuer l’eﬀet du bruit et de la turbulence sur
l’extraction des coeﬃcients, ce qui fait de la MITD une méthode très performante dans
ces conditions. Par exemple, Sarkar et al. [1994] prétendent que l’introduction de 5% de
bruit dans un signal peut conduire à des erreurs de l’ordre de 7.15% avec la méthode de
la décroissance du déplacement alors qu’il en résulte des erreurs de l’ordre de 0.12% avec
la MITD.
Singh [1997], à partir de son montage à trois DDL, a étendu la MITD dans le but d’extraire
les dix-huit coeﬃcients instationnaires.
Modiﬁed Unifying Least-Squares (MULS) Cette méthode est présentée dans l’article
de Bartoli et al. [2009]. De façon similaire à la méthode OLS, cette méthode est une réso-
lution non linéaire du système basée sur la minimisation d’une fonction d’erreur uniﬁée.
Pour débuter le calcul, un premier estimé des valeurs propres doit être donné. Les auteurs
suggèrent d’utiliser la méthode ITD à cette ﬁn. Par la suite, la méthode itérative mini-
mise la fonction d’erreur jusqu’à l’obtention de la convergence. Aﬁn d’obtenir une base
comparable pour la fonction d’erreur, les auteurs proposent d’introduire des facteurs de
pondération de l’erreur. Deux approches sont proposées. La première approche propose
simplement de transformer les valeurs de rotation en translation équivalente dans le calcul
de l’erreur en les multipliant par B2/4. L’autre approche propose de normaliser l’erreur de
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chacun des DDL par leur valeur de déplacement initial imposé. Cette méthode est qualiﬁée
de très rapide et présente de bons résultats, même en présence de bruit.
Méthodes en mouvement forcé
La deuxième famille de méthodes est basée sur la mesure des eﬀorts résultants du mou-
vement forcé d’un modèle [Diana et al., 2004; Li, 1995; Matsumoto, 1996]. Selon Chen
et Kareem [2004], l’avantage de cette méthodologie expérimentale est le contrôle parfait
de tous les paramètres dynamiques. Par exemple, contrairement à l’extraction en régime
libre, il est possible de récolter les forces aérodynamiques générées par une excitation à
une amplitude déterminée et, ce, sur plusieurs cycles consécutifs. Il est aussi possible de
forcer un déplacement selon une onde triangulaire dans le but de garder une vitesse de
déplacement constante sur toute la plage de déplacement. Cette méthode permet donc
d’isoler chaque paramètre aﬁn de vériﬁer leur inﬂuence sur les résultats.
Un des désavantages de cette méthode est que, contrairement aux méthodes en régime
libre, la détermination de la vitesse de ﬂottement doit être faite de façon analytique. De
plus, il est impossible de connaitre le couplage des modes ainsi que leurs déphasages de
cette façon. Des essais en vibration libre doivent donc toujours être eﬀectués avant de
procéder à une extraction des coeﬃcients instationnaires en mouvement forcé. Aussi, le
montage expérimental est beaucoup plus compliqué et dispendieux [Chen et Kareem, 2004;
Larsen, 2014].
On peut retrouver dans la littérature plusieurs essais en régime forcé à deux DDL qui
permettent d’obtenir de huit à douze des dix-huit coeﬃcients.
L’article de Li [1995] présente des essais eﬀectués en régime forcé sur trois sections de pont
dans un canal hydraulique. La méthode permet l’extraction de huit coeﬃcients puisque le
montage permet le mouvement de la section selon deux DDL. Les essais sont eﬀectués en
deux séries, une où le mouvement est forcé seulement en rotation et une où le mouvement
est forcé seulement verticalement. La mesure du moment et de la force verticale permet
de retrouver chacun des coeﬃcients instationnaires. Par exemple, les coeﬃcients A∗2 et A
∗
3
peuvent être calculés de la façon suivante :
A∗2 =
Im[M −M0]
ρB4DyAω20
(2.36)
A∗3 =
Re[H −H0]
ρB4DyAω20
(2.37)
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où M et H sont les moments et eﬀorts verticaux mesurés avec l’écoulement, M0 et H0
sont les moments et eﬀorts verticaux mesurés sans écoulement, ρ est la densité du ﬂuide,
D est la longueur de la section, yA est l’amplitude du mouvement, ω0 est la pulsation du
mouvement et Im et Re représentent respectivement la partie imaginaire et réelle de la
FFT du signal. Les autres expressions permettant d’extraire les coeﬃcients se retrouvent
tous dans [Li, 1995]
Matsumoto et al. [1996] présentent une méthode en régime forcé par intégration des co-
eﬃcients de pression sur une face d’un prisme. Huit coeﬃcients instationnaires ont été
extraits. La méthode nécessite la mesure de la pression instationnaire à diﬀérents endroits
sur la surface de la section ainsi que son déphasage par rapport au déplacement. Dans le
cas d’une section doublement symétrique, il n’est pas nécessaire de mesurer la pression sur
toutes les faces. Les essais présentés dans cet article portent sur des sections non proﬁlées
rectangulaires, rectangulaires avec une barrière centrale et elliptique. Dans le cas des deux
premiers types, la vitesse réduite a été variée en changeant la vitesse de l’écoulement tout
en maintenant la fréquence d’excitation constante. Dans le cas de l’ellipse, aﬁn d’éviter
l’eﬀet du nombre de Reynolds, la vitesse de l’écoulement a été gardée constante et la fré-
quence d’excitation a été variée. À titre d’exemple, l’équation 2.38 permet de déterminer
le coeﬃcient H∗1 pour une vitesse réduite donnée, [Matsumoto et al., 1996].
H∗1 = −
kU
ωη0
∫ 1
−1
C˜p(x
∗) cosψ(x∗) dx∗ (2.38)
où k = bω/U est la vitesse réduite, b est la longueur de la demi-corde, ω est la pulsation, U
est la vitesse moyenne de l’écoulement, η0 est l’amplitude de vibration, C˜p est le coeﬃcient
de pression, ψ est la phase et x∗ est la position relative sur la section (adimentionnalisée
par b).
Le montage de Diana et al. [2004] permet de déterminer les coeﬃcients intationnaires
en régime forcé à l’aide de trois vérins dynamiques permettant le mouvement du modèle
selon trois DDL. Il semble toutefois possible de coupler la torsion qu’à un seul DDL en
translation à la fois. L’extraction des coeﬃcients instationnaires d’un modèle de pont a
démontré que les coeﬃcients directs, ceux sur les diagonales des matrices, sont faciles à
obtenir avec précision alors que les termes couplés sont plus diﬃciles à extraire, compte
tenu du fait que leur contribution à l’inertie du modèle est faible en comparaison avec le
bruit du signal des capteurs de force.
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Méthode en vibration ambiante
Bogunovic Jakobsen et Hjorth-Hansen [1995] présentent une méthode d’identiﬁcation des
paramètres du système basé sur des mesures de vibration ambiante qui est valide pour une
structure avec un comportement linéaire soumise à une excitation aléatoire ayant le spectre
d’un bruit blanc. Pour se faire, la réponse au ballottement de la structure est convertie en
estimée de la fonction de covariance, fonction qui contient toute les informations essentielles
des propriétés dynamiques du système. Par la suite, la méthode matricielle "coavariance
block Hankel" est utilisée pour déterminer les matrices dynamiques du système. Pour
des ﬁns de démonstration, le méthode a été utilisée sur des signaux générés de réponse
d’une structure à un bruit blanc. La Figure 2.12 présente une comparaison des coeﬃcients
extraits avec ceux utilisés pour le calcul. De façon générale, les coeﬃcients sont en accord.
La méthode a aussi été employée par Bogunovic Jakobsen et Hjorth-Hansen [1998] et
les résultats simulés à l’aide des coeﬃcients extraits concordaient bien avec les résultats
expérimentaux.
Figure 2.12 Comparaison des coeﬃcients extraits en vibration ambiante si-
mulée avec les coeﬃcients utilisés pour la simulation. Source : [Bogunovic Jakobsen et
Hjorth-Hansen, 1995].
Gu et Qin [2004] présentent une méthode stochastique. Cette approche comporte plusieurs
avantages. Premièrement, elle permet de prendre en compte la turbulence dans l’écoule-
ment et de la traiter comme telle plutôt que de la considérer comme du bruit. Cela permet
aussi de déterminer les fonctions de transfert (admittance function) du système simultané-
ment. Finalement, elle est réalisée à partir de mesures en régime permanent, ce qui élimine
le problème relié au court échantillonnage lorsque l’amortissement est élevé pour les essais
de décroissance du déplacement. Les six coeﬃcients extraits, en comparaison avec les coef-
ﬁcients théoriques utilisés pour générer numériquement la réponse d’une plaque, semblent
satisfaisants.
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Approximation par l’hypothèse quasi statique
Lorsque la vitesse de déplacement selon une direction donnée est faible en comparaison
à la vitesse de l’écoulement, soit parce que la fréquence à laquelle se déplace l’objet est
basse, soit parce que l’amplitude de déplacement est faible ou, tout simplement, parce que
la vitesse de l’écoulement est très grande, on peut formuler l’hypothèse que l’écoulement
autour de l’objet n’est pas aﬀecté par le mouvement. Cette hypothèse se nomme l’hy-
pothèse quasi statique. En posant cette hypothèse, il est possible de remplacer certains
coeﬃcients instationnaires, [Chen et Kareem, 2008], ou pratiquement tous les coeﬃcients
instationnaires, [Chen et Kareem, 2002], par des coeﬃcients calculés à partir des coef-
ﬁcients stationnaires (coeﬃcients de force). Les équations permettant de déterminer les
coeﬃcients P ∗i à partir des coeﬃcients de forces, telles que présentés par Chen et Kareem
[2008], sont les suivantes :
P ∗1 = −2CD/k (2.39)
P ∗2 = 0.5(C
′
D − CL)/k (2.40)
P ∗3 = C
′
D/k
2 (2.41)
P ∗5 = (C
′
D − CL)/k (2.42)
P ∗4 = P
∗
6 = 0 (2.43)
où CD et CL sont respectivement les coeﬃcients de traînée et de portance en fonction
de l’angle d’incidence, C
′
D est la dérivée du coeﬃcient de traînée en fonction de l’angle
d’incidence et k = ωb/U est la fréquence réduite.
Une discussion sur l’hypothèse quasi statique sera présentée à la section 2.2.5.
Comparaison des résultats
Falco et al. [1992] présentent une comparaison entre certains coeﬃcients instationnaires
obtenus à l’aide d’une méthode en régime forcé et une méthode en régime libre avec utili-
sation de la OLS (voir Figure 2.13). La tendance générale et les valeurs sont comparables,
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bien que quelque peu diﬀérentes. On peut aussi constater qu’il a été possible d’extraire les
coeﬃcients pour une vitesse réduite plus grande en régime forcé. Une partie de la diﬀérence
entre les valeurs pourrait être due à l’utilisation de la OLS qui est sensible au bruit et qui
ne converge pas toujours vers les valeurs exactes [Imai et al., 1989].
Figure 2.13 Comparaison de coeﬃcients extraits en régime libre et en régime
forcé. Source : [Falco et al., 1992].
Matsumoto et al. [2007] utilisent les forces de chacune des méthodes expérimentales (libre
et forcée) en utilisant la méthode en régime libre pour des vitesses sous la vitesse de
ﬂottement, puis utilisent une méthode en régime forcé une fois cette vitesse atteinte. De
cette façon, il est possible de couvrir une plage de vitesse plus large, sans sacriﬁer la
précision.
2.2.4 Eﬀet des paramètres
La méthode modale hybride, présentée à la section 2.2.2, permet des calculs temporels à
partir de coeﬃcients instationnaires déterminés de manière fréquentielle. Ces coeﬃcients
ont généralement été mesurés à l’aide de paramètres dynamiques constants, supposant
que le phénomène de ﬂottement est linéaire. Toutefois, selon Scanlan [1997] les forces aé-
roélastiques en jeu lors du ﬂottement d’un pont sont dépendantes de la fréquence et de
l’amplitude de déplacement. Cette non-linéarité s’additionne aux diverses non-linéarités
structurales du pont (amortissement, rigidité...). C’est pourquoi on retrouve dans la litté-
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rature plusieurs articles portant sur l’eﬀet de divers paramètres sur les coeﬃcients insta-
tionnaires.
Eﬀet des paramètres dynamiques
Bien qu’il soit possible de mettre en évidence plusieurs phénomènes à l’aide d’essais en
régime libre, les essais en régime forcé permettent un meilleur contrôle de chacun des
paramètres dynamiques du système et, ainsi, la mis en évidence des non-linéarités.
Falco et al. [1992] ont utilisé un montage permettant un mouvement forcé harmonique
d’un modèle sectionnel selon deux DDL simultanément à l’aide de vérins hydrauliques.
Ce montage leur a permis d’étudier, entre autres, l’eﬀet de l’amplitude d’excitation. La
Figure 2.14 permet d’observer que, pour une vitesse réduite donnée, l’augmentation de
l’amplitude de rotation entraîne une diminution de la valeur de a2. Bien que la formulation
mathématique employée pour représenter les forces auto-excitées diﬀère légèrement de celle
de Scanlan, il y a un lien direct entre le coeﬃcient a2 et le coeﬃcient A∗2. Cet eﬀet a été
observé lors d’essais en régime libre et en régime forcé.
Figure 2.14 Eﬀet de l’amplitude sur a2. Source : [Falco et al., 1992].
Sarkar et al. [1994] aﬃrment que pour obtenir une grande précision dans l’identiﬁcation
des paramètres, MITD, il est impératif que les conditions de déplacements initiaux soient
identiques pour chaque essai. Cela suppose donc une non-linéarité relative à l’amplitude
de déplacement.
Scanlan [1997] admet qu’une dépendance à l’amplitude est parfois mesurée et propose
d’en tenir compte lors de l’intégration du comportement d’un pont sur toute sa longueur.
Il est donc proposé d’associer les coeﬃcients instationnaires correspondants à la bonne
amplitude de vibration pour chacun des points d’intégration.
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L’article de Li [1995] présente des essais eﬀectués en régime forcé harmonique sur trois
sections de pont dans un canal hydraulique. Le mouvement était imposé par une roue avec
une bielle excentrée (voir Fig. 2.15). Une étude sur l’eﬀet de la variation de la fréquence
d’excitation montre une légère diﬀérence entre les résultats (voir Fig. 2.16).
Figure 2.15 Montage utilisé par [Li, 1995].
Chen et Kareem [2001] ont démontré que le comportement au ﬂottement de certaines
sections de pont peut être très sensible à la variation de l’angle d’incidence statique. Cet
angle d’incidence peut varier simplement en fonction de la vitesse du vent dû à la force de
moment statique appliquée sur la section. Ils proposent donc d’intégrer cette non-linéarité
dans le calcul de la réponse d’un pont aﬁn d’en augmenter la précision. Un exemple de
l’eﬀet de l’angle d’incidence sur le coeﬃcient A∗2 est illustré à la Figure 2.17.
Zhang et al. [2011a] ont étudié l’eﬀet sur la vitesse de ﬂottement de la déformation statique
d’un pont due aux forces aérodynamiques. La modélisation complète d’un pont suspendu
à 2 portées principales à l’aide du logiciel ANSYS a permis de déterminer les matrices
structurales tangentes du pont prenant en considération son état déformé dû aux forces
aérodynamiques. Ces matrices ont ensuite été introduites dans un logiciel de calcul de
modes complexes dans le but de déterminer la vitesse critique de ﬂottement. Il a été
observé que la prise en compte de la déformation statique augmente la vitesse de ﬂottement
critique de façon importante.
Eﬀet de la turbulence
Gu et Qin [2004] ont utilisé leur méthode d’extraction stochastique pour démontrer l’in-
ﬂuence de l’intensité de turbulence sur les coeﬃcients instationnaires. Le résultat de l’ex-
traction de six coeﬃcients (H∗1 , H
∗
2 , H
∗
3 , A
∗
1, A
∗
2 et A
∗
3) sur un modèle de plaque mince
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Figure 2.16 Eﬀet de la fréquence d’excitation sur A∗2, A
∗
3, H
∗
2 et H
∗
3 . Source : [Li,
1995].
et sur une section de tablier du pont Hong-Guang Bridge a démontré que les coeﬃcients
reliés à la rigidité aérodynamique (H∗3 et A
∗
3) semblent moins inﬂuencés par le niveau de
turbulence que ceux reliés à l’amortissement aérodynamique.
Scanlan et Huston [1986] présentent des essais en régime libre sur une section de pont
et comparent les résultats pour un écoulement avec et sans turbulence. La turbulence
était générée à l’aide de proﬁlés d’aile oscillants aléatoirement avec un contenu fréquen-
tiel n’excédant pas 2 Hz. L’intensité de turbulence ainsi générée atteignait environ 20%,
comparativement à moins de 2% pour l’écoulement "smooth". L’extraction de certains
coeﬃcients montre que l’eﬀet peut être parfois stabilisant, parfois déstabilisant (voir Fig.
2.18).
Scanlan [1997] prétend que la turbulence a pour eﬀet de diminuer la cohérence le long
d’un pont. Cela peut diminuer l’eﬀet de certains coeﬃcients instationnaires et modiﬁer la
réponse du pont. L’introduction d’un modèle de cohérence dans l’intégration des forces
auto-excitées le long d’un pont a permis de constater une augmentation de la vitesse de
ﬂottement avec l’augmentation de la turbulence pour un cas précis. L’eﬀet peut donc être
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Figure 2.17 Eﬀet de l’angle d’incidence statique sur A∗2. Source : [Chen et Kareem,
2001].
stabilisant dans le cas de coeﬃcients instationnaires normalement positifs, ou déstabilisant
dans le cas de coeﬃcients instationnaires normalement négatifs. L’auteur recommande
donc dans la pratique de ne pas compter sur l’eﬀet stabilisant de la turbulence.
2.2.5 Eﬀet du déplacement horizontal
Historiquement, l’eﬀet du déplacement horizontal a été négligé dans l’analyse et la prédic-
tion du ﬂottement pour les sections de ponts [Chen, 2007; Daito et al., 2002; Matsumoto
et al., 1993; Scanlan et Tomko, 1971]. De nos jours, plusieurs recherches ont été eﬀec-
tuées dans le but de prendre en compte le DDL horizontal et de vériﬁer son eﬀet sur le
comportement de la section.
Falco et al. [1992] ont démontré que le déplacement horizontal pouvait diminuer l’amor-
tissement aérodynamique et, ainsi, la vitesse de ﬂottement.
Lors des essais sur un modèle aéroélastique du pont Akashi Kaiko, Miyata et al. [1994]
ont observé une rotation importante du tablier. Ils ont convenu que cette rotation était
causée par les forces couplées de traînée, appliquée au centre de la section, et la réaction
des suspentes, appliquée au-dessus de la section. Ce couplage de force a donné lieu à un
ﬂottement couplé selon trois DDL. La Figure 2.19 montre la réponse de chacun des DDL
dans le temps. Une analyse de l’amortissement aérodynamique a été eﬀectuée tout d’abord
en ne considérant que les coeﬃcients instationnaires correspondants aux DDL vertical et
en torsion. Par la suite, les coeﬃcients correspondants au DDL horizontal ont été calculés
2.2. FLOTTEMENT 37
Figure 2.18 Eﬀet de la turbulence sur A∗2 et H
∗
1 . Source : [Scanlan et Huston, 1986].
à partir de l’hypothèse quasi statique et ont été intégrés dans le calcul de l’amortissement
aérodynamique. La Figure 2.20 montre les courbes d’amortissement calculées et mesurées
en fonction de la vitesse. On peut observer que le DDL horizontal a une contribution
primordiale dans le comportement de cette section de pont.
Singh et al. [1996] ont utilisé un montage à trois DDL pour extraire les dix-huit coeﬃcients
instationnaires pour deux sections de pont diﬀérentes. Ils ont ensuite comparé les coeﬃ-
cients P ∗i extraits à ceux calculés à partir de l’hypothèse quasi statique. La comparaison
pour le coeﬃcient P ∗1 (terme direct de l’amortissement aérodynamique) des deux ponts
montre que, bien que la tendance soit bonne dans les deux cas, les valeurs données par
l’hypothèse quasi statique ne sont pas toujours conservatrices. La Figure 2.21 montre la
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Figure 2.19 Déplacement en fonction du temps pour 3 DDL. Source : [Miyata et al.,
1994].
Figure 2.20 Amortissement aérodynamique du modèle complet. Source : [Miyata
et al., 1994].
comparaison des coeﬃcients pour les tabliers des ponts Tsurumi et Deer Isle. Le trait plein
représente P ∗1 tel que calculé. Il est important de noter que le signe de P
∗
1 est inversé.
Singh [1997] a étendu la comparaison entre les coeﬃcients basés sur l’hypothèse quasi
statique et ceux extraits à tous les DDL. Les essais ont aussi démontré que cette approxi-
mation n’est pas toujours conservatrice.
Chen et al. [2000] ont aussi observé que l’utilisation de l’hypothèse quasi statique peut être
non conservatrice autant pour le calcul du ﬂottement que pour le calcul du ballottement.
Chen et Kareem [2008] ont vériﬁé l’hypothèse selon laquelle une étude incluant les dix-
huit coeﬃcients plutôt que huit serait plus précise. Pour ce faire, ils ont approximé les
coeﬃcients A∗i et H
∗
i à partir de la fonction de Theodorsen et ont déterminé les coeﬃcients
P ∗i à partir de l’hypothèse quasi statique pour un pont suspendu ﬁctif ayant une travée
centrale de 2000 m. À partir de ces valeurs, trois cas ont été générés aﬁn d’étudier l’eﬀet
de l’importance relative des termes H∗i . Les cas à l’étude étaient les suivants : cas A,
coeﬃcients intacts, cas B, les coeﬃcients H∗i , i = 1 − 4 du cas A sont divisés par cinq
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Figure 2.21 Comparaison entre la prédiction par l’hypothèse quasi statique et
le coeﬃcient P ∗1 extrait : en haut, Tsurumi, en bas, Deer Isle Source : [Singh et al.,
1996].
et A∗2 et A
∗
3 du cas A sont divisés par dix, cas C, les coeﬃcients H
∗
i , i = 1 − 4, A∗2 et
A∗3 du cas A sont divisés par dix. La Figure 2.22 présente la variation de la fréquence
et de l’amortissement pour le mode en torsion (T) et le mode vertical (B) en fonction
de la vitesse pour chacun des cas. On peut y observer que l’inﬂuence des coeﬃcients P ∗i
devient remarquable lorsque leurs valeurs sont relativement importantes comparées aux
huit coeﬃcients traditionnels. Ils observent aussi que dans le cas où le ﬂottement est couplé
et de type "soft", où l’amortissement est faible et varie tranquillement avec la vitesse qui
s’approche de la vitesse de ﬂottement, même un petit apport de force auto-excité par le
DDL horizontal peut avoir un eﬀet marqué sur la vitesse de ﬂottement, voir cas B et C.
Des essais à trois DDL ont aussi été réalisés à l’Université de Sherbrooke sur un modèle
sectionnel de pont haubané, voir [Prud’homme, 2010]. Il a été observé que l’ajustement
de la fréquence horizontale à une valeur près de celle en torsion peut mener à un couplage
torsion-horizontal en ﬂottement et a un eﬀet signiﬁcatif sur sa vitesse d’apparition. Tel
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Figure 2.22 Variation de la fréquence et de l’amortissement en fonction de la
vitesse pour trois cas avec et sans prise en compte du DDL horizontal. Source :
[Chen et Kareem, 2008].
qu’expliqué précédemment, il est courant d’observer un mode en torsion d’un pont haubané
ou suspendu qui implique un déplacement horizontal à cause de l’eﬀet du second ordre
relié aux câbles. Un mouvement horizontal est aussi possible pour les modes en torsion
des sections qui ont un centre de cisaillement et un centre de masse distincts (section en
"C" ou en "π" par exemple). La Figure 2.23 présente la variation de la réponse en torsion
du modèle sectionnel en fonction de la vitesse avec et sans couplage des fréquences. Basé
sur un critère qui ﬁxerait la vitesse de ﬂottement à une amplitude de rotation de 1.5o, on
peut observer que le couplage torsion-horizontal a occasionné une diminution de la vitesse
de ﬂottement de l’ordre de 6 m/s à l’échelle réelle.
Larsen [2014] a étudié l’eﬀet du DDL horizontal sur la prédiction de la vitesse critique de
ﬂottement pour un pont haubané de 1088 m de portée ainsi que 2 ponts suspendus de
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Figure 2.23 Réponse en torsion en fonction de la vitesse avec et sans couplage
des fréquences.
1500 m et 3300 m de portée. Les résultats d’analyse de modes complexes impliquant de 2
à 3 DDL à la fois montrent que la prise en compte du DDL horizontal augmente quelque
peu la vitesse de ﬂottement pour les 3 ponts évalués. Il en conclu que pour ce type de
pont de longue portée, le fait de négliger l’apport du DDL horizontal a peu d’eﬀet sur la
vitesse critique prédite et que l’erreur est du côté conservateur.
2.2.6 Analyse sur un modèle complet (3D)
Les équations et les coeﬃcients présentés jusqu’à présent sont développés pour une section
de pont. Toutefois, il est possible d’étendre ces équations à un pont entier. Évidemment,
si les seules données disponibles sont celles relatives au tablier, des hypothèses devront
être formulées pour les autres composantes du pont (piliers, haubans, suspentes...) On
retrouve dans la littérature plusieurs exemples d’application sur un pont complet. Scanlan
et Sabzevari [1967] ont été parmi les premiers à proposer une méthode mathématique pour
intégrer la réponse d’un pont complet selon "deux DDL" en considérant plus d’un mode
propre par direction. Les équations développées ne seront pas présentées puisqu’il ne s’agit
pas des équations modernes.
Agar [1989] présente une méthode modale à plusieurs DDL. La méthode prend en compte
les DDL des câbles, des tours et du tablier en plus de considérer le nombre de modes voulu.
Une comparaison des résultats et du temps de calcul avec d’autres méthodes, modales et
temporelles, indique que la méthode présentée est eﬃcace et précise.
42 CHAPITRE 2. REVUE DE LA LITTÉRATURE
Scanlan [1997] présente une méthode modale pour intégrer les forces auto-excitées le long
d’un pont complet. L’équilibre des forces, en ne considérant pas le ballottement, est le
suivant :
Ii(ξ¨i + 2ζiωiξ˙i + ω
2
i ξi) = (Qi)ae (2.44)
(Qi)ae =
1
2
ρB4
∫ L
0
{[H∗1h2i+(H∗2+A∗1)hiai+A∗2a2i ]ωξ˙i+[(H∗3+A∗4)hiai+H∗4h2i+A∗3a2i ]ω2ξi}dx
(2.45)
où Ii est la matrice d’inertie généralisée, ξi est l’amplitude de déplacement du mode i et
hi = hi(x) et ai = ai(x) sont la forme adimensionnelle du ie mode vertical et en torsion
respectivement.
2.2.7 Domaine temporel
Jusqu’à présent, peu de recherches ont été eﬀectuées dans l’objectif de réaliser un calcul
transitoire non linéaire des forces aéroélastiques en jeu dans le mouvement d’une section de
pont. De plus, Scanlan et Tomko [1971] aﬃrment que les coeﬃcients instationnaires ne sont
valables que pour des oscillations sinusoïdales ou sinusoïdales avec décrément exponentiel.
Pour cette raison, une utilisation non linéaire de la méthode modale hybride ne serait pas
justiﬁée.
Chen et al. [2000] utilisent des coeﬃcients instationnaires obtenus de façon conventionnelle
dans le domaine fréquentiel pour passer dans le domaine temporel et incorporer la contri-
bution des modes supérieurs de la structure à un calcul de stabilité. La fonction rationnelle
connue sous le nom de "Roger’s approximation" a été utilisée pour convertir les coeﬃcients
instationnaires en fonctions continues de la fréquence réduite. L’algorithme proposé per-
met la prise en compte des non-linéarités structurales et aérodynamiques. Toutefois, les
caractéristiques provenant d’une extraction fréquentielle des coeﬃcients instationnaires,
le calcul ne peut prendre en compte les non-linéarités aéroélastiques du phénomène. Un
exemple numérique comparant l’approche transitoire avec l’approche modale donne des
résultats semblables.
L’utilisation de fonctions indicielles permettant le calcul en dynamique transitoire des
forces instationnaires est relativement répandue dans la littérature [Caracoglia et Jones,
2003; Kumarasena, 1990; Scanlan et al., 1974; Zhang et al., 2011b]. Cette méthode a
d’abord été développée pour les proﬁlés d’ailes minces et a ensuite été adaptée aux sec-
tions non proﬁlées. L’idée générale de la méthode est d’utiliser les équations des forces
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aérodynamiques (voir Éq. 2.1, 2.2 et 2.3) et de les moduler à l’aide de fonctions indicielles
temporelles qui décrivent la variation transitoire des la forces suite à changement quasi
instantané de l’angle d’incidence.
Dans le cas d’un proﬁlé d’aile, Zhang et al. [2011b] présentent la démonstration suivante.
En prenant pour exemple la force de portance, l’équation de la force quasi statique est la
suivante :
L =
1
2
ρa · V 2 · L · B · CL (2.46)
Considérant un changement de l’angle d’incidence quasi instantané, la variation transitoire
de la portance peut être écrite de la façon suivante :
L(s) =
1
2
ρa · V 2 · L · B · C˙L · α0 · ϕ(s) (2.47)
où C˙L = dCL/dα, ϕ(s) est une fonction indicielle de la croissance de la portance et
s = V t/B est le temps adimentionnalisé. Les fonctions indicielles prennent généralement
la forme suivante :
ϕ(s) = 1− ae−bs − ce−ds (2.48)
où a, b, c et d sont des constantes et e est le nombre d’Euler. Cette formulation a été
développée par Wagner. Jones propose une excellente approximation pour les proﬁlés
d’ailes NACA :
ϕ(s) = 1− 0.165e−0.0455s − 0.355e−0.3s (2.49)
Le changement d’angle α est le changement d’angle eﬀectif. Celui-ci peut aussi bien pro-
venir de la rotation de la section, α, ou de la vitesse de déplacement de la section, h˙/V et
B/2(1/2−a)α˙/V , où a est la distance entre le centre de rotation et le centre de la section.
Selon Zhang et al. [2011b], dans le cas d’un proﬁl d’aile, la contribution de chacun de ces
termes a la même signiﬁcation. Toutefois, en aérodynamique des ponts, la coutume veut
que les fonctions indicielles relatives au mouvement de chacun des DDL soient traitées
séparément. L’intégration temporelle des forces auto-excitées par unité de longueur selon
deux DDL peut donc être eﬀectuée de la façon suivante, [Zhang et al., 2011b] :
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Lse(s) =
1
2
ρaV
2BC˙L
[∫ s
−∞
ϕLα(s− σ)α˙(σ)dσ +
∫ s
−∞
ϕLh(s− σ) h¨(σ)
B
dσ
]
(2.50)
Mse(s) =
1
2
ρaV
2B2C˙M
[∫ s
−∞
ϕMα(s− σ)α˙(σ)dσ +
∫ s
−∞
ϕMh(s− σ) h¨(σ)
B
dσ
]
(2.51)
où ϕfx (f = M,L; x = α, h) est une fonction indicielle représentant l’évolution transitoire
de la force f due à un mouvement en x. Aﬁn d’adapter les fonctions indicielles aux sections
non proﬁlées, l’expression de celles-ci a été généralisée de la façon suivante :
ϕfx = 1−
i∑
1
afxie
−dfxis (2.52)
Cette formulation permet d’ajuster le nombre de paramètres requis pour bien déﬁnir cha-
cune des fonctions indicielles.
Dans chacun des articles [Caracoglia et Jones, 2003; Scanlan et al., 1974; Zhang et al.,
2011b], diﬀérentes méthodes permettant de déterminer les fonctions indicielles à partir de
coeﬃcients instationnaires déterminés expérimentalement sont présentées. Ces méthodes
ne sont pas présentées dans le présent document.
Zhang et al. [2011b] ont comparé le résultat d’un calcul temporel eﬀectué à partir de la mé-
thode modale hybride et de la méthode des fonctions indicielles. Ils ont démontré un bon
accord entre les résultats. La méthode indicielle permettait toutefois de mettre en évidence
un comportement transitoire dans les premiers instants de la simulation. Ils ont aussi dé-
montré l’importance de la détermination des paramètres des fonctions indicielles. En eﬀet,
même si une fonction indicielle permet de bien représenter les coeﬃcients instationnaires,
elle peut provoquer une période transitoire plus ou moins importante en fonction des pa-
ramètres choisis. Cette période transitoire serait alors artiﬁcielle. La Figure 2.24 présente
l’historique du déplacement vertical calculé à partir de fonctions indicielles diﬀérentes,
mais qui représentaient aussi bien l’une que l’autre les coeﬃcients instationnaires extraits
en souﬄerie.
La méthode permet donc le calcul transitoire véritable des forces aéroélastiques. Toutefois,
il a été démontré par Caracoglia et Jones [2003] que l’élaboration de fonctions indicielles
pour des sections peu proﬁlées s’avère diﬃcile et même discutable. Aussi, la déﬁnition des
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Figure 2.24 Réponses transitoires du déplacement vertical pour 2 séries de
fonctions indicielles diﬀérentes Source : [Zhang et al., 2011b].
fonctions indicielles est faite à partir d’un ensemble de coeﬃcients instationnaires donné.
Ce qui signiﬁe que les non-linéarités aéroélastiques peuvent être mal prises en compte.
2.2.8 Méthodes alternatives de prédiction du ﬂottement
En plus des essais en souﬄerie et de l’analyse à l’aide des coeﬃcients instationnaires,
d’autres alternatives peuvent être employées aﬁn de guider la sélection d’une section de
tablier lors de la conception. Selberg [1961] présente une méthode empirique pour estimer la
vitesse de ﬂottement d’une section basée sur les fréquences propres ainsi que les proportions
géométriques du tablier. L’équation 2.53 présente la formule de Selberg :
Vcr = 0.6Bωθ
√√√√[1− (ωz
ωθ
)2]
×
√
m˜z × m˜θ
ρB3
(2.53)
où Vcr est la vitesse critique de ﬂottement, ωθ et ωz sont les pulsations propres en rotation
et en vertical respectivement, m˜θ et m˜z sont les masse et MMI par unité de longueur et
B est la largeur du tablier.
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Des simulations numériques peuvent aussi être employées dans le but de valider la sélection
de la géométrie avant de procéder aux essais en souﬄerie. Frandsen [2004] présente une
simulation numérique de l’interaction ﬂuide-structure du tablier du pont suspendu Great
Belt East. La modélisation de l’écoulement était basée sur les équations incompressibles de
Navier-Stokes et celle du tablier était faite par modélisation en éléments ﬁnis d’un corps
rigide sur supports élastiques. La comparaison des vitesses critiques obtenues à l’aide des
simulations avec les résultats d’essais en souﬄerie était satisfaisante.
2.3 Résumé
Les tabliers de ponts ﬂexibles étant non proﬁlées et généralement uniques, leur stabilité aé-
rodynamique est une question de premier ordre lors de la conception de ceux-ci. Plusieurs
phénomènes aérodynamiques peuvent être observés sur ces structures : ballottement, ré-
sonance au détachement tourbillonnaire, galop, divergence en torsion et ﬂottement. Aﬁn
de déterminer la sensibilité des ouvrages d’art à chacun de ces phénomènes, des essais en
souﬄerie sont généralement requis. Ces essais peuvent être réalisés à l’aide de modèles
sectionnels simpliﬁés ou à l’aide de modèles aéroélastiques complets.
Le modèle mathématique employé de nos jours pour représenter le ﬂottement est un modèle
hybride qui linéarise les forces auto-excitées. Plusieurs démonstrations des limites de cette
linéarisation ont été faites par le biais d’observations de dépendance à l’amplitude et à
la fréquence du mouvement. Des méthodes permettant l’intégration temporelle des forces
auto-excitées sont présentées dans la littérature, mais toutes sont basées la transformation
des coeﬃcients modaux en fonctions continues.
Aﬁn d’approfondir la compréhension de la nature non linéaire du ﬂottement, ce projet de
recherche se concentra sur la mise en évidence de cette non-linéarité et sur l’élaboration
d’une méthode transitoire permettant la prise en considération de la nature même de la
non-linéarité des forces auto-excitées.
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Résumé
Les coeﬃcients instationnaires de tablier de pont sont typiquement obtenus à partir d’es-
sais sectionels en souﬄerie à 2 DDL. En l’absence de capacité expérimentale permettant
l’extraction des coeﬃcients relatifs au déplacement horizontal, l’approche quasi statique
est généralement employée pour les estimer. Des recherches récentes ont souligné que cette
approximation n’est pas nécessairement sécuritaire. Cet article présente une comparaison
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entre des essais de ﬂottement à 2 et 3 DDL pour 6 sections régulières, 3 rectangles et
3 "pi". Les coeﬃcients instationnaires (8 ou 18) sont extraits à partir de signaux de dé-
placement décroissants. La comparaison des coeﬃcients liés au DDL horizontal avec leur
approximation quasi statique montre une variation importante. Une étude analytique dé-
montre l’eﬀet de la variation des coeﬃcients instationnaires sur la prédiction de la vitesse
de ﬂottement.
Abstract
Bridge ﬂutter derivatives are typically determined experimentally from wind tunnel tests
on a 2 DoF sectional model. In the absence of experimental capacity for extracting the
derivatives related to the sway, the quasi-steady approach is generally used to estimate
them. Recent research has highlighted that this approximation is not necessarily conser-
vative. This paper presents a comparison between 2 and 3 DoF ﬂutter tests for 6 regular
sections, 3 rectangular and 3 pi-shaped. The ﬂutter derivatives (8 or 18) are extracted
from free motion decay signals. Comparison of the derivatives related to the sway with
their quasi-steady approximations shows important variation. An analytic study shows
the eﬀect of variation of ﬂutter derivatives on ﬂutter speed prediction.
Modiﬁcations à l’article
Suite à l’inclusion de commentaires du jury, l’article présenté dans ce document diﬀère
légèrement de celui soumis au journal.
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3.2 Introduction
Among the methods used to characterize bridge behavior under wind load is the sectional
test where a reduced scale section of the bridge deck is mounted on a dynamic force balance
in the wind tunnel. It is typically mounted on a 2 degree-of-freedom (DoF) balance for
rotation and lift. This sectional test is used to determine aerodynamic force coeﬃcients
and the onset of instabilities.
As the span of modern bridges increases, so does their sway ﬂexibility. This brings new
interrogations about the eﬀect of sway on the stability and the limitation of 2 DoF systems
in the case of such ﬂexible bridges. [Singh, 1997] extracted the 18 ﬂutter derivatives from
free motion tests on a 3 DoF balance. He concluded that the quasi-steady approximation
of the derivatives related to the sway, used when extraction for 3 DoF was not possible,
was not always conservative and that experimental extraction should always be conducted.
To study the eﬀect of the sway motion, a few 3 DoF aerodynamic force balance are
described in the literature [Diana et al., 2004; Jones et al., 1995; Prud’homme et al., 2015].
The use of such a balance allows the extraction of the 18 ﬂutter derivatives from free decay
motion signals. When it is not accessible, a quasi-steady approximation of the derivatives
related to the sway can be made. This approximation is based on the assumption that the
speed of motion of the bridge is really slow compared to the wind speed and that the ﬂow
around the section is therefore unaﬀected by its motion. The ﬂutter derivatives can then
be estimated using the static force coeﬃcients. Comparison of ﬂutter derivatives from wind
tunnel testing to their quasi-steady approximation showed important variations and, in
some cases, the quasi-steady approximation was found non-conservative [Chen et al., 2000;
Singh, 1997]. A few numerical study were performed in order to asses the role of the sway
ﬂutter derivative in the aeroelastic behavior of bridges. It was observed that P ∗ derivatives
(related to sway self-excited forces) can aﬀect the global damping of ﬂutter mode [Chen
et Kareem, 2008; Falco et al., 1992; Miyata et al., 1994] and, therefore, aﬀect the critical
ﬂutter speed of a bridge. Considering the eﬀect of the sway motion on the critical ﬂutter
speed and that the quasi-steady approximation of the derivatives associated with the sway
was observed to be inaccurate and not necessarily conservative, the study of ﬂutter using
a 3 DoF setup is required. Also, more comparisons of P ∗ derivatives with the quasi-steady
approximation are needed.
Studies also reported a dependency of the ﬂutter derivatives to the amplitude of motion,
its frequency and the mean angle of attack [Chen et Kareem, 2001; Falco et al., 1992; Li,
1995; Scanlan, 1997]. [Chen, 2007] studied the eﬀect of variation of ﬂutter derivatives of a
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box section on the prediction of the ﬂutter speed. The multiplication of each derivatives
individually (8) by either 0.5 or 2.0 led up to variations of 33% of the predicted ﬂutter
speed. It would be interesting to evaluate this eﬀect on diﬀerent sections and for less
drastic variations.
The objective of this paper is to asses the eﬀect of the sway motion and to quantify
the eﬀect of non-linear variations of ﬂutter derivatives on the predicted ﬂutter speed.
Complete stability testing are performed on 6 regular sections, 3 rectangular and 3 "pi-
shaped", using a 3 DoF aerodynamic balance [Prud’homme et al., 2015]. Tests include
free motion stability curve, static force measurements and free decay motion extraction of
ﬂutter derivatives. The extracted derivatives are then used for complex eigenvalue analysis
in order to predict the ﬂutter speed and to asses the eﬀect of variation of derivatives on
the ﬂutter speed.
3.3 Experimental program and facilities
3.3.1 Models
Six regular sectionnal models were used in this study : 3 rectangular and 3 pi-shaped.
Table 3.1 presents the geometric characteristics of the sections, Figure 3.1 shows the sign
convention and deﬁnes most variables and terminology. In this ﬁgure, U refers to the wind
speed of the incident ﬂow considered constant. The center of rotation of the force balance
was aligned to the theoretical shear center of the model.
Tableau 3.1 Caracteristics of models
Model
Width (B) Depth (D) t1 t2 c e
(m) (m) (m) (m) (m) (m)
B/D = 2 0.076 0.0385 - - - -
B/D = 3 0.114 0.0385 - - - -
B/D = 8.35 0.304 0.0364 - - - -
Pi_1in 0.306 0.0387 0.00635 0.009525 0.0254 0.0076
Pi_2in 0.306 0.0387 0.00635 0.009525 0.0508 0.0056
Pi_3in 0.306 0.0387 0.00635 0.009525 0.0762 0.0036
3.3.2 Instrumentation
The system used to measure forces and displacements is a 3 degree-of-freedom (DoF)
dynamic force balance [Prud’homme et al., 2015]. A rendering of this balance is presented
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Figure 3.1 Sign convention and deﬁnitions
in Figure 3.2. This balance allows dynamic and static testing of sectional models. The force
at every attachment point is measured using FUTEK load cells, model LCM300 with a
range of 50 lbs for the twist and 100 lbs for both translations. From the system’s calibration,
the error was measured to be of 1000 N-mm for the torsion and 0.1 N for the translations.
The displacements of the sectional model is measured with 6 laser displacement sensors
(Sunx, model LM10). The data acquisition system used is a DaqLab2000 from IOtech.
Figure 3.2 Rendering of the 3 DoF force balance
The mean wind speed was measured simultaneously at three diﬀerent locations using Pitot
tubes and their individual manometer. The ﬁrst was installed 4.5 m upstream the model,
for reference purpose, and the two others, above and underneath the model leading edge,
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midway to the walls (see Figure 3.3). The data average of the two leading edge Pitot
tubes is used to calculate the wind speed corrected for the blockage eﬀect due to the local
increase of the wind speed (solid blockage).
Figure 3.3 Positioning of the 3 Pitot tubes
3.3.3 Experimental program
All the tests were conducted at the Université de Sherbrooke main wind tunnel. The tunnel
is a return circuit and closed test section type. The 10 m long test section is 1.83 m wide by
1.83 m tall and allows wind velocities ranging from 1.2 to 32 m/s. The models are installed
7 m downstream of the end of the wind tunnel convergent. Velocity proﬁles of the empty
tunnel at this location were measured uniform within 2.5% with an average turbulence
intensity of 1.6%. Within the area covered by the range of motion of the model, these two
values are 1.4% and 1.5% respectively.
Static force coeﬃcient investigation
For each of the 6 regular sections, the normal force (Fz), tangent force (Fx) and moment
about the model’s axis (M) were measured for angles of attack ranging form −10o to +10o.
For each angle of attack, the forces were measured at three diﬀerent wind speeds in order
to assess the eﬀect of the Reynold’s number.
Stability response investigation
To investigate the stability response of each deck section, the rigidity, mass and damping
ratio of its model were adjusted in order to match the dynamic properties to the ones
required for similitude based on Strouhal number. To account for the extra mass added to
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the sway by the balance, the damping for this DoF was lowered for the 3 pi-shaped sections
in order to keep the Scruton number (Sc = mξ/ρD2) at the same value than without the
extra mass. Once the set-up is completed, the wind speed is increased by small increments
until the onset of ﬂutter. For each increment, after stabilisation of both the ﬂow and of
the model’s motion, the displacement signal is recorded over a 90 seconds period. Table
3.2 presents the conﬁguration tested for each models along with their dynamic properties.
In order to assess the eﬀect of sway, the horizontal DoF was either set ﬂexible, using
springs, or rigid, by replacing half of the springs with chains. The chains were pretensioned
using the remaining springs in order to keep them in tension at all time. To represent the
coupling between the rotation and the sway generally observed in dynamic modes of cable-
stayed bridges, the horizontal frequency was set as close as practical to the twisting one
(see Table 3.2).
Tableau 3.2 Stability response investigation conﬁgurations’
Angle of Sway Heave Rotation
Model DoF attack f m ξ f m ξ f mmi ξ
(o) (Hz) (kg) (%) (Hz) (kg) (%) (Hz) (kg-m2) (%)
B/D = 2 2\3 −5,−2.5, 0 5.26 25.81 0.67 3.74 18.26 0.73 5.30 0.06478 0.70
B/D = 3 2\3 −5,−2.5, 0 5.29 25.69 0.68 3.71 18.50 0.72 5.18 0.04924 0.69
B/D = 8.35 2\3 −5,−2.5, 0 5.59 22.65 0.70 3.98 16.17 0.70 5.42 0.13075 0.70
Pi_1in 2\3 ±5,±2.5, 0 5.01 28.13 0.40 3.42 21.06 0.51 5.10 0.19076 0.50
Pi_2in 2\3 ±5,±2.5, 0 4.98 28.13 0.35 3.44 20.82 0.49 4.99 0.16825 0.50
Pi_3in 2\3 ±5,±2.5, 0 4.97 28.28 0.39 3.41 21.07 0.54 5.14 0.14568 0.50
Extraction of aerodynamic derivatives
The aerodynamic derivatives were extracted from decay displacement signals. For each
signal, the model is pulled using a steel wire attached to a pneumatic release system (see
Fig. 3.4). The position of the release system is set in order to generate adequate initial
displacement for each DoF (2 or 3). In order for the extraction to be able to diﬀerentiate
the twist parameters from the sway ones, the twist frequency are changed for most of the
conﬁgurations. The damping ratio is also increased for the pi-shaped sections. Table 3.3
presents the conﬁguration tested for each models along with their dynamic properties.
The diﬀerence between the sway and heave masses comes from the additional parts of the
force balance involve in the sway motion. The ratios of critical damping presented include
aerodynamic damping in still air.
The data acquisition system is triggered prior to release of the model. In order to detect
any change in the dynamic properties of the model, the signals of the instrumentation
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zero and of a decay motion are acquired with no wind speed respectively at the beginning
of each run and at every second test. Also, to ensure data quality, two decay signals are
recorded for each wind speed.
Figure 3.4 Release system
The algorithm used to identify all 18 derivatives is the modiﬁed uniﬁed least square method
(MULS) from [Bartoli et al., 2009]. It was chosen for its stability when dealing with
signals with background noise. Since there is more derivatives (18) than the number of
equations to solve (6) the algorithm is based on a non-linear least square resolution. For
each iteration, the error between the predictions made using the calculated derivatives and
the original signals is evaluated. [Bartoli et al., 2009] propose a weighting method to level
the importance of the twist error, in radians, in comparison to the translations error, in
meters. In the case of this experimental program, due to the impossibility to set the same
initial displacement for both sway and heave, the weight factors proposed by [Bartoli et al.,
2009] where replaced by an alternate weighting method, also proposed by [Bartoli et al.,
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Tableau 3.3 Extraction of aerodynamic derivatives conﬁgurations’
Angle of Sway Heave Rotation
Model DoF attack f m ξ f m ξ f mmi ξ
(o) (Hz) (kg) (%) (Hz) (kg) (%) (Hz) (kg-m2) (%)
B/D = 2 2 −2.5, 0 5.26 25.81 0.67 3.74 18.26 0.73 5.30 0.06478 0.70
3 −2.5, 0 5.26 25.81 0.66 3.74 18.26 0.66 7.50 0.06478 0.67
B/D = 3 2 −2.5, 0 5.29 25.69 0.68 3.71 18.50 0.72 5.18 0.04924 0.69
3 −2.5, 0 5.29 25.69 0.70 3.71 18.50 0.68 6.31 0.04924 0.65
B/D = 8.35 2 −2.5, 0 5.59 22.65 0.70 3.98 16.17 0.70 5.42 0.13075 0.70
3 −2.5, 0 5.59 22.65 0.70 3.98 16.17 0.70 5.42 0.13075 0.70
Pi_1in 2 ±2.5, 0 5.01 28.13 0.50 3.42 21.06 0.74 5.98 0.19076 0.74
3 ±2.5, 0 5.01 28.13 0.50 3.42 21.06 0.74 5.98 0.19076 0.74
Pi_2in 2 ±2.5, 0 4.98 28.13 0.52 3.44 20.82 0.71 5.85 0.16825 0.72
3 ±2.5, 0 4.98 28.13 0.52 3.44 20.82 0.71 5.85 0.16825 0.72
Pi_3in 2 ±2.5, 0 4.97 28.28 0.49 3.41 21.07 0.75 6.01 0.14568 0.68
3 ±2.5, 0 4.97 28.28 0.49 3.41 21.07 0.75 6.01 0.14568 0.68
2009], which is based on the initial amplitude of each DoF : in the calculation of the error
function, J , the contribution of each DOF is multiplicated by the inverse of the squares
of the initial condition values. To isolate the aeroelastic contribution to the signal, the
average value of each displacement signal was removed in pre-processing. Considering the
low turbulence intensity stated in section 3.3.3, the buﬀeting contribution was considered
insigniﬁcant.
3.4 Results and discussion
3.4.1 Force coeﬃcients
Figure 3.5 shows the static force coeﬃcients curves for the 3 rectangular sections along
with the values from [Courchesne et Laneville, 1979] for B/D=2 and B/D=3, represented
by empty markers. The values of the drag coeﬃcients (CX) at 0 deg compare well with
the values corrected for blockage eﬀect from [Courchesne et Laneville, 1979].
It is observed that CZ for B/D=2 has a negative slope between −6 and +6 deg. According
to [Den Hartog, 1985], there is a possibility of vertical galloping when dL/dα + D < 0,
where dL/dα is the slope of the lift relative to the angle of attack, in radians, and, D is
the drag. For the angle of attack of 0o, dL/dα = −7.77 and D = 1.55. Therefore, vertical
galloping is likely to occur. It is also observed that B/D=2 has the highest drag coeﬃcient
at 0 deg, followed by B/D=3 and by B/D=8.35. This could be attributed to the ﬂow
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reattachment condition. For B/D=2, the ﬂow does not reattach to the body, resulting in
larger wake. For B/D=3, the ﬂow theoretically reattaches just at the end of the body. For
B/D=8.35, the ﬂow reattaches in the ﬁrst half of the body. The last two conditions results
in smaller wake, therefore, lower drag.
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Figure 3.5 Static force coeﬃcients for the 3 rectangular sections
Figure 3.6 shows the static force coeﬃcients curves for the 3 pi-shaped sections. It is
observed that for angle of attack from −10o to −5o, the tangent drag coeﬃcient (Cx)
reduces with the distance of the legs to the edges (1in, 2in, 3in). This is specially important
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for Pi_3in. This might be attributed to the shielding of the horizontal member on the ﬁrst
leg that is of greater importance when the leg is closer to the section’s center line.
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Figure 3.6 Static force coeﬃcients for the 3 "Pi" sections
3.4.2 Stability testing
This section presents the results of the stability testing of the 6 models. The comparison
between the response of the models setup at 2 and 3 DoF is presented for each conﬁgura-
tions.
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Figure 3.7 to 3.9 shows the stability curves of the 3 rectangular sections. From Figure
3.7, it is observed that, as predicted in section 3.4.1 the model B/D=2 experiences almost
purely vertical galloping. Therefore, there is no diﬀerences between the results from 2 and
3-DoF setups. It also appears that the model at −2.5 deg behave in a similar way than
at 0 deg. On the other hand, setting the angle of attack to −5 deg drastically lowers the
critical speed. Since this research investigates ﬂutter, this model will not be included in
the analysis of sections 3.4.3 and 3.4.3.
From Figure 3.8 and 3.9, it is observed that models B/D=3 and B/D=8.35 show similar
behavior. For each conﬁgurations, the 3 DoFs are involved in the ﬂutter. Also, the ﬂutter
speed lowers with the angle of attack varying from 0 deg to −5 deg. The conﬁgurations
involving 3 DoF generally show higher ﬂutter speed.
Figure 3.10 to 3.12 shows the stability curves of the 3 pi-shaped sections. It is observed
that the 3 sections show similar behavior. For each conﬁgurations, the 3 DoFs are involved
in the ﬂutter. Also, the ﬂutter speed increases drastically with the angle of attack varying
from +5 deg to −5 deg. This can be attributed to the cavity formed by the legs of the
"Pi" that is directly exposed to the wind for positive angles of attack and is shielded by
the "deck" for negative angles of attack. The 3-DoF conﬁgurations generally show higher
ﬂutter speed. It is worth noting that as the legs move toward the section’s center line (1in,
2in, 3in), the ﬂutter speed increases.
The comparison of stability curves from 2 DoF and 3 DoF setups shows that the ﬂutter
speed is generally higher when the sway is involved in the motion. It is also observed that
this increase is proportional to the relative amplitude of the sway motion in the ﬂutter
mode. According to this observation, it seems that the sway motion introduces additional
damping to the mode that is either coming from the structural or the aerodynamic damping
and that the sway motion is driven by the coupling terms, except for the case of B/D=8.35
where the aerodynamic damping resulting from sway motion seems negative.
3.4.3 Flutter derivatives
This section presents the aerodynamic derivatives extracted from decay test.
Equation of motion
Dynamic part of the equation of motion including the self-excited forces can be written
[Scanlan et Tomko, 1971] :
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Msr¨(t) +Csr˙(t) +Ksr(t) = Cae(Ured)r˙(t) +Kae(Ured)r(t) (3.1)
where r(t) is the displacement matrix as a function of time, Ms is the structural mass
matrix, Cs is the structural damping matrix, Ks is the structural stiﬀness matrix, Cae is the
aerodynamic damping matrix, Kae is the aerodynamic stiﬀness matrix and Ured = U/fB
is the reduced wind speed where U is the wind speed, f is frequency of motion and,
2b = B is the deck width. Cae and Kae represent the self-excited force eﬀect resulting
from ﬂuid-structure interaction.
For a dynamic system containing 3 degrees of freedom (DoF), the displacement matrix
can be written as :
r(t) =
[
p(t) h(t) a(t)
]T
(3.2)
where p(t), h(t) et a(t) are respectively the sway, heave and, rotation with respect to time.
The aerodynamic damping and stiﬀness matrices are expressed as :
Cae =
1
2
ρU22bk
⎡
⎢⎣
P ∗1 /U P
∗
5 /U bP
∗
2 /U
H∗5/U H
∗
1/U bH
∗
2/U
bA∗5/U bA
∗
1/U b
2A∗2/U
⎤
⎥⎦ (3.3)
Kae =
1
2
ρU22bk2
⎡
⎢⎣
P ∗4 /b P
∗
6 /b P
∗
3
H∗6/b H
∗
4/b H
∗
3
A∗6 A
∗
4 bA
∗
3
⎤
⎥⎦ (3.4)
where ρ is the air density, k = ωb/U and, P ∗i , H
∗
i and, A
∗
i , with i= 1 : 6 are the ﬂutter
derivatives relative to the sway, heave, and twist forces respectively. The ﬂutter derivatives
are functions of Ured. This mathematical model could be qualiﬁed as hybrid, since it is
predicting transient forces based on coeﬃcients deﬁned in the frequency domain.
Comparison with published data
[Matsumoto, 1996] presents the 2 DoF derivative curves of rectangular sections for various
thickness ratio, including B/D = 2 and B/D = 3, at 0o. In order to account for a diﬀerence
in the sign conventions, the sign of the curves for the coupled derivatives (H2*, H3*, A1*
and A4*) was changed.
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Figure 3.13 and 3.14 show the comparison of the H* and A* derivatives respectively, for
the section with B/D = 2. It is observed that both sets of results are in good agreement.
Figure 3.15 and 3.16 show the comparison of the H* and A* derivatives respectively, for
the section with B/D = 3. It is observed that, due to the small wind speed increment
used during tests, some particularities were highlighted by the present study. For example,
two peaks are observed on the H4* curve, comparatively to the almost straight curve from
[Matsumoto, 1996]. Nevertheless both sets of results show very good agreement.
P ∗ derivatives vs quasi-steady approximation
Figure 3.17 to 3.22 show the comparison of the P* derivatives, associated with the sway
forces, with their quasi-steady approximation [Singh, 1997] :
P ∗1 = −
2CD
K
(3.5a)
P ∗2 =
C
′
D
K
(3.5b)
P ∗3 =
C
′
D
K2
(3.5c)
P ∗5 =
C
′
D
K
(3.5d)
where C
′
D = dCD/dα and K = ωB/U . It is observed that, except for sections B/D=2 and
3, the quasi-steady approximation is not in good agreement with the ﬂutter derivatives
extracted for decay signals. This is an especially signiﬁcant diﬀerence for P ∗2 , P
∗
3 and, P
∗
5 .
It is also observed that, in the case of the derivatives related to damping, P ∗1 , P
∗
2 and, P
∗
5 ,
the quasi-steady approximation sometimes produces lower values than the experimental
derivatives, which is translated in higher aerodynamic damping, and is therefore non-
conservative.
The experimental results for derivatives related to damping show that these derivatives are
generally negative, except for P ∗2 , the sway-twist coupled term, for the pi-shaped sections.
This leads to an increase of the sway damping, which is in good agreement with the
assumptions from section 3.4.2.
Flutter prediction using complex eigenvalue analysis
In order to use the ﬂutter derivatives for further calculations, polynomial curve ﬁtting was
done for every sets of results. All curves are forced to cross the origin and weight factors
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were used in order to improve the ﬁt at the end of the curve, especially the slope, since
it is in this range of reduced wind speed that the ﬂutter is expected to occur. Figure 3.23
shows the polynomial curves along with the experimental data for the H* coeﬃcients of
the B/D=8 section at 0o for 3 DoF. It is observed that the polynomial curves agree well
with the data, especially for larger reduced wind speeds.
Table 3.4 compares the experimental ﬂutter speed with the predictions from a complex
eigenvalue analysis (CEV). The predictions from CEV are in fair agreement with the
experimental values. The variations observed are mainly due to the sensitivity of the CEV
to the derivatives’ polynomial curve, whose tangents at the end of the experimental data
range are critical. The idealization of the experimental setup parameters (mass, damping
and rigidity) through the CEV analysis may also be in cause. Nevertheless, it is observed
that the CEV generally catches the increase of ﬂutter speed for 3 DoF systems.
Tableau 3.4 Comparision of Stability testing results with predictions from CEV
Model Angle of attack Conﬁg V. Exp. V. CEV Diﬀ. (%)
B/D=3 0deg 2ddl 5.3 5.5 3.2
0deg 3ddl 5.6 5.7 3.4
n25deg 2ddl 5.9 6.7 14.2
n25deg 3ddl 6.1 6.6 7.5
B/D=8.35 0deg 2ddl 12.3 13.3 7.9
0deg 3ddl 12.1 13.7 12.5
n25deg 2ddl 10.0 10.8 7.8
n25deg 3ddl 10.2 12.0 17.5
Pi_1in 0deg 2ddl 10.9 12.0 10.4
0deg 3ddl 11.5 13.0 12.7
n25deg 2ddl 14.1 15.3 8.7
n25deg 3ddl 16.0 16.6 4.2
p25deg 2ddl 8.3 8.2 -2.0
p25deg 3ddl 8.5 10.0 18.3
Pi_2in 0deg 2ddl 12.1 12.5 4.0
0deg 3ddl 12.2 12.8 4.4
n25deg 2ddl 16.0 16.8 5.0
n25deg 3ddl 16.5 17.9 8.6
p25deg 2ddl 8.6 9.5 10.3
p25deg 3ddl 8.8 10.3 17.7
Pi_3in 0deg 2ddl 10.6 11.5 8.1
0deg 3ddl 11.3 12.5 11.2
n25deg 2ddl 17.4 18.2 4.4
n25deg 3ddl 17.6 21.0 19.3
p25deg 2ddl 9.7 9.9 2.7
p25deg 3ddl 10.1 10.6 5.6
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Eﬀect of variation of the ﬂutter derivatives
In order to study the eﬀect of potential non-linearity of ﬂutter derivatives on the ﬂutter
speed, variations were imposed to the derivatives extracted from 3 DoF decay signal at
0o. The ﬂutter speed was then predicted using a CEV analysis. 21 scenarios were studied :
all the 18 derivatives vary, only the 8 classical 2 DoF derivatives vary, the 10 additional
derivatives are set to 0 and, each derivative varies one at a time. For each scenario, except
for the case of the 10 additional derivatives, two levels of variation were studied : +10%
and +20%. Table 3.5 presents the results of this parametric study. It is possible to observe
that, for some sections, changes in the ﬂutter derivatives can lead to important variation
of the ﬂutter speed. For example, an increase of 20% of only the 8 classic derivatives lead
to a 6.7% decrease of the ﬂutter speed for section B/D=8.35. It is also observed that A∗1,
A∗3, H
∗
3 , and especially A
∗
2 play an important role in the ﬂutter phenomenon since they are
responsible for most of the eﬀect on ﬂutter speed.
The variation of the 10 additional derivatives, either related to a sway force or displace-
ment, shows interesting results. It is observed that the neglection of these derivatives has
no eﬀects on the rectangular sections and has a variable eﬀect for the pi-shaped sections.
When these derivatives are set to 0, the ﬂutter speed of the section Pi_1in decreases and
the ﬂutter speed of the section Pi_3in increases while the ﬂutter speed from the section
Pi_2in remains almost constant. This means that the aeroelastic contribution of the sway
has stabilizing eﬀect when the legs are closer to the edges (Pi_1in) and tend to have
destabilizing eﬀect when they are further to the edges (Pi_3in). It is also observed that
A∗5, P
∗
1 and, P
∗
2 are the derivatives related to the sway that have the most eﬀect. Except
in the case of the section B/D=2, an increase of the ﬂutter speed was generally observed
when 3 DoF were considered. This variation is likely to be caused by the "mechanical"
coupling of the twist and the sway, that may be due to the mass eccentricity, combined
with the aeroelastic contribution of the sway. The addition of sway displacement to the
twist involves additional modal damping, which has stabilizing eﬀect.
The results of this study highlight the necessity of considering non-linearity in order achieve
reliable ﬂutter prediction. It is understood that the eﬀect can be even more signiﬁcant for
lighter and more ﬂexible bridges where the structural stiﬀness and damping are smaller
in proportion then the aerodynamic counterpart. It is also observed that the aeroelastic
eﬀect of the sway cannot be generalized since it could either be stabilizing or destabilizing.
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3.5 Conclusion and recommendation
In this experimental program, the stability response curves, the force coeﬃcients and the
18 ﬂutter derivatives were measured for 6 regular sections. Analytic predictions of ﬂutter
speed were achieved using complex eigenvalue analysis. From the experimental results and
the analytic predictions, the following observations were made :
- rectangular section with B/D=2 is subjected to vertical galloping before catching
ﬂutter for the cases studied, as predicted by [Den Hartog, 1985] ;
- rectangular sections with B/D=3 and 8.35 and the 3 pi-shaped sections exhibit 3
DoF coupled ﬂutter. ;
- 3 DoF coupled ﬂutter generally appears at slightly higher wind speed. An increase
of the modal damping resulting from the sway motion seems to be responsible for
this variation, even though it was demonstrated that the aerodynamic contribution
of the sway can provide negative damping ;
- the quasi-steady approximation of P ∗ derivatives does not agree well with experi-
mental values and might be non-conservative. Practicing engineers should consider
3 DoF ﬂutter derivative extraction for safer design ;
- 20% variation of ﬂutter derivatives can lead to variations of the ﬂutter speed of up
to 6.7%.
These results support the idea of moving toward 3 DoF studies of bridge stability and
the necessity of considering non-linearity. Forced motion extraction of ﬂutter derivatives
combined with a parametric study would be necessary in order to characterize fully and
eﬀectively this non-linearity.
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Figure 3.7 Stability response curves for B/D = 2
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Figure 3.8 Stability response curves for B/D = 3
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Figure 3.9 Stability response curves for B/D = 8.35
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Figure 3.11 Stability response curves for Pi_2in
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Figure 3.12 Stability response curves for Pi_3in
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Figure 3.13 H* derivatives extracted from measurments compared to values
from [Matsumoto, 1996] for B/D=2 at 0o.
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Figure 3.14 A* derivatives extracted from measurments compared to values
from [Matsumoto, 1996] for B/D=2 at 0o.
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Figure 3.15 H* derivatives extracted from measurments compared to values
from [Matsumoto, 1996] for B/D=3 at 0o.
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Figure 3.16 A* derivatives extracted from measurments compared to values
from [Matsumoto, 1996] for B/D=3 at 0o.
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Figure 3.17 Comparison of P* derivatives with the quasi-steady approximation
for B/D=2 section.
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Figure 3.18 Comparison of P* derivatives with the quasi-steady approximation
for B/D=3 section.
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Figure 3.19 Comparison of P* derivatives with the quasi-steady approximation
for B/D=8.35 section.
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Figure 3.20 Comparison of P* derivatives with the quasi-steady approximation
for Pi_1in section.
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Figure 3.21 Comparison of P* derivatives with the quasi-steady approximation
for Pi_2in section.
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Figure 3.22 Comparison of P* derivatives with the quasi-steady approximation
for Pi_3in section.
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Figure 3.23 Curve ﬁtting results for H* coeﬃcients of the B/D=8.35 section
at 0o 3 DoF.
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Tableau 3.5 Eﬀect of the variation of ﬂutter derivatives on predicted ﬂutter
speed
Variation of the ﬂutter speed (%)
B/D=3 B/D=8.35 Pi_1in Pi_2in Pi_3in
18 der.
1.1 -3.0 -3.6 -2.7 -2.0 -1.7
1.2 -5.4 -6.7 -5.2 -3.8 -3.0
8 der.
1.1 -3.0 -3.6 -2.9 -2.0 -1.4
1.2 -5.4 -6.7 -5.5 -3.8 -2.7
10 der. 0.0 0.0 0.0 -1.5 0.1 2.6
A∗1
1.1 0.0 -1.0 -0.3 -0.4 -0.3
1.2 0.0 -1.8 -0.6 -0.8 -0.6
A∗2
1.1 -3.0 -1.2 -1.5 -0.9 -0.6
1.2 -5.4 -2.3 -2.8 -1.6 -1.0
A∗3
1.1 0.0 -0.7 -0.8 -0.5 -0.3
1.2 -0.2 -1.4 -1.5 -1.0 -0.6
A∗4
1.1 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
1.2 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
A∗5
1.1 0.0 0.0 0.2 0.2 -0.1
1.2 0.0 0.0 0.5 0.2 -0.2
A∗6
1.1 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
1.2 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
H∗1
1.1 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
1.2 0.0 0.1 0.1 0.0 0.0
H∗2
1.1 0.0 -0.1 0.0 0.1 0.0
1.2 0.0 -0.1 0.0 0.1 0.0
H∗3
1.1 0.0 -0.9 -0.2 -0.3 -0.3
1.2 0.0 -1.7 -0.7 -0.7 -0.6
H∗4
1.1 0.0 -0.1 0.0 0.0 0.0
1.2 0.0 -0.1 0.0 0.0 0.0
H∗5
1.1 0.0 0.0 0.1 0.0 0.0
1.2 0.0 0.0 0.1 0.0 0.0
H∗6
1.1 0.0 0.0 0.0 0.0 -0.1
1.2 0.0 0.0 0.0 0.0 -0.1
P∗1
1.1 0.0 0.0 0.0 -0.2 0.0
1.2 0.0 0.0 0.1 -0.2 0.0
P∗2
1.1 0.0 0.0 -0.1 0.0 -0.2
1.2 0.0 0.0 -0.1 0.0 -0.5
P∗3
1.1 0.0 0.0 0.1 0.0 0.0
1.2 0.0 0.0 0.1 0.0 0.0
P∗4
1.1 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
1.2 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
P∗5
1.1 0.0 0.0 0.0 0.0 -0.1
1.2 0.0 0.0 0.0 0.0 -0.1
P∗6
1.1 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
1.2 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
Italic derivatives are part of the 10 derivatives related to sway
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Résumé
Depuis le développement de la théorie du ﬂottement des tabliers de pont, les coeﬃcients
instationnaires sont, de façon pratique, considérés indépendants de la fréquence et de l’am-
plitude de mouvement associé au ﬂottement. Très peu d’études portent sur l’eﬀet de ces
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paramètres. Cet article présente le résultat d’une étude paramétrique complète portant sur
l’eﬀet de la fréquence et de l’amplitude de mouvement sur les 18 coeﬃcients instationnaires
de 6 sections régulières extraits en mouvement forcé en souﬄerie. L’extraction à partir de
mouvements forcés harmoniques a été utilisée dans le but d’obtenir des valeurs précises
et stables de fréquences et d’amplitudes. Les résultats montrent que certains coeﬃcients
sont dépendant de la fréquence et de l’amplitude du mouvement.
Abstract
Since the development of the ﬂutter theory for bridge deck section, the ﬂutter derivatives
are considered in practice independent from the frequency and amplitude of motion asso-
ciated with the ﬂutter. Very few studies focus on the eﬀect of these parameters. This paper
presents the result of a complete parametric study of the eﬀect of frequency and amplitude
of motion on the 18 derivatives of 6 regular sections extracted in a wind tunnel. Sinusoidal
forced motion technique was used to obtain accurate and stable values of frequency and
amplitude. Results show that some derivatives are dependent of frequency and amplitude
of motion.
Modiﬁcations à l’article
Suite à l’inclusion de commentaires du jury, l’article présenté dans ce document diﬀère
légèrement de celui soumis au journal.
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4.2 Introduction
Bridges are typically designed to withstand severe wind conditions. Long span bridges
are lightweight construction and can be exposed to wind-induced oscillations. Well known
bridge failures have alerted engineers and characterizing the aerodynamic stability of these
slender structures is now an important design consideration.
The equation of motion including the self-excited forces, as developed by Scanlan et Tomko
[1971], is based on ﬂutter derivatives that are either aerodynamic rigidity or damping
matrix terms that are function of the characteristic dimension of the section, the frequency
of motion and the wind speed.
Flutter derivatives are typically extracted from free decay wind tunnel sectional test [Falco
et al., 1992; Prud’homme et al., 2014b; Scanlan et Tomko, 1971; Singh, 1997]. In this
test, a reduced scale section of the bridge deck is mounted on a dynamic force balance
in the wind tunnel. It is typically mounted on a 2 degrees of freedom (DoF) balance
representing rotation and lift. For each wind speed, the model is simply pulled and release
and the system parameters, including the derivatives, are identiﬁed from the decay signal.
In addition, the onset of instabilities can also be measured in this test. The extraction of
derivatives with free decay test presents a number of experimental limitations such as the
diﬃculty to independently assess the eﬀect of frequency and amplitude of movement, for
while forced vibration tests are required.
The forced motion approach is much more complex by nature : it requires a dynamic system
to impose a sinusoidal motion to the model. The aerodynamic forces and the displacements
are simultaneously recorded and are used for the direct calculation of the ﬂutter derivatives.
A few uses of this approach are found in literature [Diana et al., 2004; Li, 1995; Matsumoto,
1996]. It allows accurate control of the motion (frequency and amplitude) and can provide a
steady amplitude compared to free decay motion. This represents an undeniable advantage
for parametric studies, especially to isolate the eﬀect of the amplitude on the self-excited
forces.
Using either one of the latter approaches, a few studies reported a dependency of the
ﬂutter derivatives to the amplitude of motion, its frequency and the mean angle of attack
[Chen et Kareem, 2001; Falco et al., 1992; Li, 1995; Scanlan, 1997]. Due to the duration
of such testing, most studies provides only few data points to highlight the non-linearity
of the phenomenon. [Chen, 2007] studied the eﬀect of variation of ﬂutter derivatives of a
box section on the prediction of the ﬂutter speed by multiplying each derivatives indivi-
dually (8) by either 0.5 or 2.0. The results show a variation of up to 33%. Based on these
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observations, a complete and thorough parametric study on multiple models is required
to clarify and conﬁrm the non-linear behaviour of ﬂutter.
The objective of this paper is to highlight the non-linearity of ﬂutter derivatives. An
experimental parametric study varying both the amplitude and the frequency of forced
sinusoidal motions for 6 regular sections allows the extraction of the ﬂutter derivatives
for multiple dynamic conditions. In this paper, the experimental program is presented,
followed by the results of the parametric study. Then, a discussion on the phenomenons
observed and the eﬀect of non-linearity of ﬂutter derivatives on the prediction of the ﬂutter
speed is discussed.
4.3 Experimental program and facilities
4.3.1 Models
In this study, 6 regular sections (3 rectangular and 3 pi-shaped) were used. Table 4.1
presents the characteristics of the models. Figure 4.1 shows the sign convention used and
deﬁnes most variables and terminology. In this ﬁgure, U refers to the wind speed of the
incident ﬂow considered constant. The center of rotation of the force balance was aligned
to the theoretical shear center of the model.
Tableau 4.1 Models’ caracteristics
Model
Width (B) Depth (D) t1 t2 c e
(m) (m) (m) (m) (m) (m)
B/D = 2 0.076 0.0385 - - - -
B/D = 3 0.114 0.0385 - - - -
B/D = 8.35 0.304 0.0364 - - - -
Pi_1in 0.306 0.0387 0.00635 0.009525 0.0254 0.0076
Pi_2in 0.306 0.0387 0.00635 0.009525 0.0508 0.0056
Pi_3in 0.306 0.0387 0.00635 0.009525 0.0762 0.0036
4.3.2 Experimental program
All the tests were conducted at the Université de Sherbrooke main wind tunnel. The tunnel
is a return circuit and closed test section type. The 10 m long test section is 1.83 m wide by
1.83 m tall and allows wind velocities ranging from 1.2 to 32 m/s. The models are installed
7 m downstream of the end of the wind tunnel convergent. Velocity proﬁles of the empty
tunnel at this location were measured uniform within 2.5% with an average turbulence
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Figure 4.1 Sign convention and deﬁnition of geometry
intensity of 1.6%. Within the area covered by the range of motion of the model, these two
values are 1.4% and 1.5% respectively.
The aerodynamic balance described by [Prud’homme et al., 2015] was used. For the pur-
pose of this study, the balance was set rigid by replacing the springs by prestressed rigid
chains.
The experimental program consists in a parametric study of the eﬀect of frequency and
amplitude on the ﬂutter derivatives extracted from sinusoidal forced motion. For each DoF,
3 diﬀerent amplitudes (L "Low", M "Medium" and H "High") and 3 diﬀerent frequencies
were used. Table 4.2 contains all the parameters used. The measurements where done for
24 wind speeds ranging from 2.7 to 32.0 m/s. The 24 wind speeds were divided into 6
groups of 4. At the beginning of each group the oﬀset of each instrument was recorded
and a series of forced vibration in still air was performed. The later was used to deﬁne
the mechanical properties of the set up. In order to isolate the direct and coupled terms
related to each (3) DoF, each sinusoidal forced motion was involving only one DoF at a
time.
Tableau 4.2 Frequencies and amplitudes tested for each DoF
DoF Frequency (Hz) Amplitude (deg or mm)
Sway 2, 3.5, and 5 2, 4, and 6
Heave 2, 3.5, and 5 2, 5, and 8
Twist 2, 3.5, and 5 1, 1.5, and 2
4.3.3 Forced motion apparatus
In order to generate sinusoidal motion of the aerodynamic balance, 6 dynamic hydraulic
actuators, model 242.01 from MTS, were installed (3 on each side of the wind tunnel). The
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linear displacement of each actuator was calculated using rotation and translation matrices
in order to generate 3 DoF motion of the balance central axis. They were controlled using
a ﬂextest 60 series controller and the MultiPurpose TestWare software. The use of proﬁle
commands in two nested loops allowed for partial automation of the testing. Using two
analog outputs, the controller was also triggering the DAQ (data acquisition) system and
setting the wind speed. The aerodynamic balance with the hydraulic actuators is shown
in Figure 4.2. The displacement of the external frame of the balance was measured using
6 laser displacement sensors (Sunx, model LM10).
The mean wind speed was measured simultaneously at three diﬀerent locations using
Pitot tubes and their individual manometer. The ﬁrst was installed 4.5 m upstream of the
specimen and was logged by the DAQ system. The two others, above and underneath the
specimen’s leading edge, midway to the walls were manually recorded in order to calculate
the ratio between the wind speed at the leading edge of the model and wind speed measured
upstream. This ratio is used with the recorded wind speed in the extraction algorithm.
4.4 Equation of motion
Following the same nomenclature as in Prud’homme et al. [2014b], the dynamic part of
the equation of motion including the self-excited forces can be written [Scanlan et Tomko,
1971] :
Msr¨(t) +Csr˙(t) +Ksr(t) = Cae(Ured)r˙(t) +Kae(Ured)r(t) (4.1)
where r(t) is the displacement matrix as a function of time, Ms is the structural mass
matrix, Cs is the structural damping matrix, Ks is the structural stiﬀness matrix, Cae is the
aerodynamic damping matrix, Kae is the aerodynamic stiﬀness matrix and Ured = U/fB
is the reduced wind speed where U is the wind speed, f is frequency of motion and,
2b = B is the deck width. Cae and Kae represent the self-excited force eﬀect resulting
from ﬂuid-structure interaction.
For a dynamic system containing 3 degrees of freedom (DoF), the displacement matrix
can be written as :
r(t) =
[
p(t) h(t) a(t)
]T
(4.2)
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where p(t), h(t) et a(t) are respectively the sway, heave and, rotation with respect to time.
The aerodynamic damping and stiﬀness matrices are expressed as :
Cae =
1
2
ρU22bk
⎡
⎢⎣
P ∗1 /U P
∗
5 /U bP
∗
2 ∗ /U
H∗5/U H
∗
1/U bH
∗
2/U
bA∗5/U bA
∗
1/U b
2A∗2/U
⎤
⎥⎦ (4.3)
Kae =
1
2
ρU22bk2
⎡
⎢⎣
P ∗4 /b P
∗
6 /b P
∗
3
H∗6/b H
∗
4/b H
∗
3
A∗6 A
∗
4 bA
∗
3
⎤
⎥⎦ (4.4)
where ρ is the air density, k = ωb/U is the reduced frequency and, P ∗i , H
∗
i and, A
∗
i , with
i=1:6 are the ﬂutter derivatives relative to the sway, heave, and twist forces respectively.
The ﬂutter derivatives are functions of Ured. This mathematical model could be qualiﬁed as
hybrid, since it is predicting transient forces based on coeﬃcients deﬁned in the frequency
domain.
4.5 Results
This section presents the aerodynamic derivatives extracted from forced motion tests.
4.5.1 Extraction algorithm
The algorithm used for the extraction of the ﬂutter derivatives from forced motion signals
was developed by [Maheux et al., 2014]. It is based on a linear least square resolution of
the equation of movement. This method was chosen because it is very eﬃcient, especially
dealing with signals with strong background noise.
The basis of this algorithm is as follow. Considering a sinusoidal displacement, the equation
of motion (4.1) could be rewritten :
Ms(−Aω2sin(ωt)) +Ceq(Aωcos(ωt)) +Keq(Asin(ωt)) = F(t) (4.5)
where subscript eq stands for the equivalent matrix containing both structural and aeroe-
lastic properties, A is the amplitude of motion in m, ω is the angular frequency of motion
in rad/s and, F(t) is the force time histories.
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When considering only one DoF at a time, for example the sway motion, equation 4.5
simpliﬁes :
Apωp cos(ωpt)
⎡
⎢⎣
cpp
chp
cαp
⎤
⎥⎦
+ Ap sin(ωpt)
⎡
⎢⎣
kpp −mppω2p
khp −mhpω2p
kαp −mαpω2p
⎤
⎥⎦ =
⎡
⎢⎣
fp(t)
fh(t)
fα(t)
⎤
⎥⎦
(4.6)
where subscripts p, h and, α stand for the sway, heave and twist DoF respectively. The
structural mass being known, the system has 3 equations and 3 unknowns that can be
solved by the mean of the linear least square. The mechanical parameters can be extracted
in the same way using the forces obtained without wind and then substracted from the
equivalent terms in order to obtain the ﬂutter derivatives.
4.6 Discussion
4.6.1 Comparison with previous results
The comparison between the ﬂutter derivatives extracted from decay signals and those
from forced motion generally show reasonable agreement in the range of value that could
be tested with free decay method. In the case of the pi-shaped sections, some of the
derivatives associated either with sway motion or the horizontal force show diﬀerent trend,
especially P ∗5 and H
∗
6 . It is worth noting that all these derivatives are coupling terms that
have relatively small values and result in small aeroelastic forces. It is understood that
smaller aeroelastic forces have less weight in the linear least square extraction and are
more sensitive to signal noise.
4.6.2 Non-linear eﬀects
The main objective of this research is to highlight non-linearities in the ﬂutter behaviour
by means of a parametric study of the eﬀect of frequency and amplitude on the extraction
of ﬂutter derivative in forced motion. The following analysis will then be focussed on the
results from forced motion found in Figures 4.3 to 4.20.
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The results from the parametric study show that, except for the section B/D = 3, non-
linear behaviour is observed for few derivatives for each section, namely : H∗3 , and H
∗
2 for
B/D = 2, A∗1, H
∗
5 , H
∗
6 , A
∗
5, A
∗
6, H
∗
3 , and A
∗
3 for B/D = 8.35 and A
∗
1, A
∗
4, H
∗
3 , and A
∗
3
for the pi-shaped sections. This eﬀect is especially important for H∗3 and A
∗
3, except for
B/D = 2 where A∗3 seems linear. For example, for Pi_1in, A
∗
3 and Ured = U/fB = 16.6,
the value for the series at F = 2Hz is 38.4, at F = 3.5Hz, 44.3 and, at F = 5Hz,
47.5. This represents a diﬀerence of +15% and +24% for the values for 3.5 and 5Hz
respectively as compared to the value for 2Hz. As it is demonstrated by [Prud’homme
et al., 2014b], such non-linearity could lead to signiﬁcant variations in the prediction of the
ﬂutter speed. It is also observed that A∗1, which is a term of rotational damping produced
by the heave motion, shows important non-linearity for B/D = 8.35 and the 3 pi-shaped
sections. This derivative is especially important for coupled ﬂutter, which was observed
for these 4 sections [Prud’homme et al., 2014b]. The choice of experimental parameters
for the extraction of ﬂutter derivative would then deﬁnitely aﬀect the results and, thus,
the stability response predictions for the bridge.
It is worth noting that the two most non-linear derivatives, H∗3 and A
∗
3, are rigidity terms
related to the twisting motion. Since both the displacement and the acceleration are sinu-
soidal, it is mathematically impossible to distinguish the contribution of the elastic and
inertial forces from a time history signal. Part of the non-linearity could then be explained
by the fact that the aeroelastic added mass has always been considered negligible and,
thus, neglected as a contribution to ﬂutter. Based on this assumption, the least square ex-
traction is then including the contribution of the added mass to the aerodynamic rigidity,
contribution that vary in term of acceleration.
Table 4.3 presents the theoretical peak acceleration for each conﬁguration and DoF. It
is observed that, for two diﬀerent frequencies, similar acceleration was reached using two
diﬀerent amplitude of motion. For example, the acceleration for 3.5Hz at 2.0o is 967 o/s2
while it is 987 o/s2 for 5Hz at 1.0o. Nevertheless, except for Pi_3in, where they are closer
than the others, the curves from these two conﬁgurations for H∗3 and A
∗
3 are distinct and
appear to ﬁt better with the curves from the same frequency. The acceleration (or the
added mass) does not seem to be the only parameter aﬀecting the behaviour of the ﬂutter
derivatives.
4.6.3 Eﬀect of non-linearity on the prediction of the ﬂutter speed
In order to study the eﬀect of non-linearity on the ﬂutter speed prediction, complex ei-
genvalue (CEV) analysis were perform on two virtual 3 DoF sectional models having the
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Tableau 4.3 Theoretical peak acceleration for each conﬁguration tested
F
(Hz)
Heave Sway Twist
Acceleration (mm/s2) Acceleration (mm/s2) Acceleration (o/s2)
2 mm 5 mm 8 mm 2 mm 4 mm 8 mm 1.0o 1.5o 2.0o
2.0 316 790 1263 316 632 947 158 237 316
3.5 967 2418 3869 967 1934 2902 484 725 967
5.0 1974 4935 7896 1974 3948 5922 987 1480 1974
cross section of models Pi_1in and Pi_2in. The structural parameters of these sectio-
nal models are shown in Table 4.4. For each models, the aerodynamic derivatives from
six conﬁgurations (conﬁgurations at 2Hz and at 3.5Hz) were used for the CEV analysis.
The conﬁgurations at 5Hz were not used because the average ﬂutter speed found in the
predictions was out of the reduced wind speed range tested. Table 4.5 presents the re-
sults from the CEV analysis. The letters "L", "M", and "H" in the conﬁguration name
qualify the amplitude of displacement used for the extraction and signify Low, Medium,
and High respectively. It is observed that the predictions are very sensitive to the set of
aerodynamic derivatives used. The diﬀerences to the average are especially important, up
to 25.4%, for the conﬁgurations at 2Hz for section Pi_1in. Generally, the predictions from
the conﬁgurations at 3.5Hz are in fair agreement with the average The absence of tendency
on the eﬀect of the non-linearity observed on the predictions of the ﬂutter speed may be
explained in part by the fact that some of the non-linear ﬂutter derivatives, A∗3 and H
∗
3
for example, tend to decrease the ﬂutter speed (destabilizing eﬀect) with the increase of
the extraction frequency, while others, A∗1 for example, tend to increase the ﬂutter speed
(stabilizing eﬀect) with the increase of the extraction frequency. The global eﬀect is then
dependent to many variables and cannot be assumed to vary in the same manner than the
derivatives.
Tableau 4.4 Structural properties of the 3 DoF Pi sections
Sway Heave Twist e
Pi_1in
Mass∗ 84.4 62.5 0.50475 0.0056
Rigidity∗ 83968.4 29428.1 496.2 N/A
ξ (%) 1.0 1.0 1.0 N/A
Pi_2in
Mass∗ 84.4 63.2 0.57228 0.0076
Rigidity∗ 83968.4 29428.1 587.6 N/A
ξ (%) 1.0 1.0 1.0 N/A
∗ Units are kg, N, m and rad
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Tableau 4.5 Predictions from CEV analysis
Pi_1in Pi_2in
Conﬁg. Uf (m/s) |diﬀ.| (%) Uf (m/s) |diﬀ.| (%)
2Hz - L 25.6 4.5 24.2 2.4
2Hz - M 32.7 22.0 27.6 11.3
2Hz - H 20.0 25.4 27.6 11.3
3.5Hz - L 28.8 7.5 22.6 8.9
3.5Hz - M 24.4 9.0 27.0 8.9
3.5Hz - H 29.3 9.3 19.9 19.8
Average 26.8 13.0 24.8 10.4
4.7 Conclusion and recommendation
In this experimental program, 18 ﬂutter derivatives were extracted from forced motion
for 6 regular sections. Comparison with derivatives extracted from decay signal generally
shows reasonable agreement, except for some coupled terms of smaller importance.
A parametric study, in which both the frequency and amplitude of the motion were varied,
allowed to highlight the non-linear behavior of multiple ﬂutter derivatives. These non-
linearity may be caused by the aerodynamic mass and by the ﬂutter phenomenon itself.
An analytic study of the eﬀect of these non-linearities on the ﬂutter speed predicted
by complex eigenvalue analysis shows important variation. It is also observed that this
variation is non-linear due to the complexity of the variables included.
The versatility of the forced motion extraction regarding the dynamic parameters combi-
ned with the non-linear behavior of the phenomenon can be used by engineers in order
to mitigate bridge ﬂutter. Multiple derivative curves, from diﬀerent frequencies, can be
extracted experimentally, which would allow engineers to evaluate the eﬀect of modifying
the stiﬀness and mass distribution of the bridge in order to improve its stability.
Further research should be conducted to isolate the parameters responsible for the complex
non-linearities observed. Extraction from constant speed and acceleration of motions would
allow the determination of the aerodynamic mass matrix and would open the possibility
for non-linear transient dynamic analysis.
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4.9 Appendix A - Flutter derivatives
Figures 4.3 to 4.20 present the polynomial curve ﬁtting of the ﬂutter derivatives extracted
from the 9 conﬁgurations of the forced motion along with the results from the decay signal
extraction for 3 DoF and an angle of attack of 0o [Prud’homme et al., 2014b]. For each
model, the derivatives are regrouped by DoF of motion. To ease the comparison, the data
presented is limited each time to the reduced velocity around the maximum value for the
higher frequency conﬁgurations.
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Figure 4.2 Aerodynamic balance set for forced motion.
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Figure 4.3 Derivatives associated with the heave motion for model B/D = 2.
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Figure 4.4 Derivatives associated with the sway motion for model B/D = 2.
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Figure 4.5 Derivatives associated with the twist motion for model B/D = 2.
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Figure 4.6 Derivatives associated with the heave motion for model B/D = 3.
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Figure 4.7 Derivatives associated with the sway motion for model B/D = 3.
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Figure 4.8 Derivatives associated with the twist motion for model B/D = 3.
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Figure 4.9 Derivatives associated with the heave motion for model B/D =
8.35.
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Figure 4.10 Derivatives associated with the sway motion for model B/D =
8.35.
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Figure 4.11 Derivatives associated with the twist motion for model B/D =
8.35.
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Figure 4.12 Derivatives associated with the heave motion for model Pi_1in.
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Figure 4.13 Derivatives associated with the sway motion for model Pi_1in.
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Figure 4.14 Derivatives associated with the twist motion for model Pi_1in.
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Figure 4.15 Derivatives associated with the heave motion for model Pi_2in.
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Figure 4.16 Derivatives associated with the sway motion for model Pi_2in.
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Figure 4.17 Derivatives associated with the twist motion for model Pi_2in.
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Figure 4.18 Derivatives associated with the heave motion for model Pi_3in.
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Figure 4.19 Derivatives associated with the sway motion for model Pi_3in.
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Figure 4.20 Derivatives associated with the twist motion for model Pi_3in.
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Résumé
Cet article porte sur le ﬂottement des sections de tablier de pont et présente une nouvelle
approche pour l’extraction de 27 coeﬃcients de force dynamiques transitoires par le biais de
mouvement forcé à vitesse absolue constante (onde triangulaire) ou accélération absolue
constante (onde parabolique). Ces coeﬃcients sont ensuite introduits dans une analyse
transitoire non linéaire de ﬂottement où l’on fait varier la vitesse de vent de manière à
prédire la courbe de stabilité aérodynamique d’une section à 3 DDL. Cela permet la prise
en compte de la nature non linéaire du ﬂottement pour la prédiction de l’amplitude du
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ﬂottement à diﬀérentes vitesses de vent. Les résultats sont en accord avec les prédictions
faites à partir d’analyses de modes complexes et la stabilisation du ﬂottement à diﬀérentes
amplitudes de vibration en fonction de la vitesse de vent est observée. L’eﬀet de la masse
aérodynamique a aussi été étudié et il a été démontré que son omission peut avoir des
eﬀets non conservateurs.
Abstract
This paper deals with the ﬂutter theory for bridge decks and presents a new approach for
the determination of 27 time domain dynamic force coeﬃcients using forced motion of the
deck section at either constant absolute speed (triangular wave form) or constant absolute
acceleration (parabolic wave form). These coeﬃcients are then introduced in a transient
nonlinear ﬂutter analysis where the wind speed is varied in order to predict the stability
curve of a 3 degrees of freedom deck sections. This allows for considering the nonlinear
nature of the ﬂutter phenomenon when predicting ﬂutter amplitude at any wind speed.
Results show good agreement with predictions from complex eigenvalue analysis and the
stabilization of ﬂutter was observed at diﬀerent levels of vibration according to the wind
speed. The eﬀect of the aerodynamic mass is also studied and its non-inclusion is shown
to lead to possible non-conservative results.
Modiﬁcations à l’article
Suite à l’inclusion de commentaires du jury, l’article présenté dans ce document diﬀère
légèrement de celui soumis au journal.
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5.2 Introduction
Bridges are typically designed to withstand severe wind conditions and, in the case of long
span bridges, their lightweight construction makes them prone to wind-induced oscilla-
tions. Well-known bridge failures have alerted engineers and characterizing the aerodyna-
mic stability of these slender structures is now an important design consideration.
The equation of motion including the self-excited forces, as developed by Scanlan et Tomko
[1971], is based on ﬂutter derivatives that are either aerodynamic rigidity or damping
matrix terms ; these terms are function of the reduced frequency, bω/U , where b is the
half-deck width, ω is the circular frequency of motion and, U is the wind speed.
A few studies reported that ﬂutter derivatives are nonlinear functions of the amplitude
of motion, its frequency and the mean angle of attack [Chen et Kareem, 2001; Falco
et al., 1992; Li, 1995; Scanlan, 1997]. [Chen, 2007] studied the eﬀect of variation of ﬂutter
derivatives of a box section on the prediction of the ﬂutter speed by multiplying each of
the eight derivatives individually by either 0.5 or 2.0. The results show a variation of up
to 33%. Since it is generally not possible to extract the derivatives at the same frequency
and amplitude as that of the full scale bridge, the actual method could lead to inaccurate
ﬂutter predictions.
In order to improve the actual mathematical representation of the ﬂutter phenomenon, a
few studies propose the use of nonlinear transient analysis [Caracoglia et Jones, 2003; Chen
et al., 2000; Kumarasena, 1990; Scanlan et al., 1974; Zhang et al., 2011b]. Each time, modal
ﬂutter derivatives are extracted and modiﬁed, generally using indicial functions, in order
to use them in a nonlinear transient analysis. According to [Caracoglia et Jones, 2003],
the determination of indicial functions for bluﬀ bodies is diﬃcult and even questionable.
These functions were shown to be critical by [Zhang et al., 2011b] since they could highly
aﬀect the results of the nonlinear transient analysis.
The objective of this paper is to propose a new approach for the extraction aerodynamic
matrices in time domain. An experimental wind tunnel program was conducted using a
motion apparatus forcing the displacement along 3 degrees of freedom (DOF) at multiple
constant absolute speeds or accelerations for 2 "π-shaped" sections. The experimental
program is ﬁrst described, followed then by the presentation of the time domain coeﬃ-
cients extracted and their application for the prediction of stability curves by the mean of
nonlinear transient ﬂutter analysis.
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5.3 Experimental program and facilities
5.3.1 Models
Two "π-shaped" sections were used for the tests. Table 5.1 presents the characteristics of
the models. Figure 5.1 shows the sign convention used and deﬁnes most variables and the
terminology. In this ﬁgure, U refers to the wind speed of the incident ﬂow. The center of
rotation of the force balance was aligned to the theoretical shear center of the model.
Tableau 5.1 Characteristics of models
Model
Width (B) Depth (D) t1 t2 c e
(m) (m) (m) (m) (m) (m)
Pi_1in 0.306 0.0387 0.00635 0.009525 0.0254 0.0076
Pi_2in 0.306 0.0387 0.00635 0.009525 0.0508 0.0056
Figure 5.1 Sign convention and deﬁnitions
5.3.2 Experimental program
All the tests were conducted at the Université de Sherbrooke main wind tunnel. The
tunnel is a return circuit and closed test section type. The 10 m long test section is 1.83 m
wide by 1.83 m high and allows wind velocities ranging from 1.2 to 32 m/s. The models
are installed 7 m downstream of the end of the wind tunnel convergent. Velocity proﬁles
of the empty tunnel at this location were measured uniform within 2.5% with an average
turbulence intensity of 1.6%. Within the area covered by the range of motion of the model,
these two values are 1.4% and 1.5% respectively.
The aerodynamic balance described by [Prud’homme et al., 2015] was used. For the pur-
pose of this study, the balance was set rigid by replacing the springs by prestressed rigid
chains.
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The experimental program consisted in the measurement of the aerodynamic matrix for
constant absolute speeds and accelerations of displacement and for various wind speeds.
For this purpose, displacements were imposed to the deck section using a forced motion
apparatus (see sect. 5.3.3). Table 5.2 presents the speeds and accelerations tested for
each DOF. Figure 5.2 and 5.3 show the idealized displacement, speed and acceleration
of a section for the cases of constant absolute speed and constant absolute acceleration
respectively. In order to smooth the peak of acceleration caused by the change of speed’s
sign in the case of constant absolute speed, parabolic transitions were introduced.
Tableau 5.2 Theoretical nominal speeds and accelerations tested
DOF Speed* Acceleration**
Sway 18, 49, 77, 110, 145, and 180 220, 900, 2045, 3845, 4690 and 5600
Heave 22, 61, 95, 170, 230 and 305 280, 1100, 2480, 4190, 4990 and 6230
Twist 6.5, 18, 45, 62, 82 and 105 84, 735, 1510, 2060, 2620 and 3200
*Speeds are in mm/s or o/s
**Accelerations are in mm/s2 or o/s2
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Figure 5.2 Idealized diplacement, speed and acceleration for the case of a
constant absolute speed of 22 mm/s
120 CHAPITRE 5. RÉPONSE DYNAMIQUE TRANSITOIRE NON LINÉAIRE
0 2 4 6 8 10
−300
−200
−100
0
100
200
300
A
c
c
. 
(m
m
/s
2
)
0 2 4 6 8 10
−80
−60
−40
−20
0
20
40
60
80
S
p
e
e
d
 (
m
m
/s
)
0 2 4 6 8 10
Time (s)
−10
−5
0
5
10
D
is
p
. 
(m
m
)
Figure 5.3 Idealized diplacement, speed and acceleration for the case of a
constant absolute acceleration of 280 mm/s2
The measurements were done for 24 wind speeds ranging 2.7 to 32.0 m/s. The 24 wind
speeds were divided in 6 groups of 4. At the beginning of each group the oﬀset of each
instrument was recorded and a series of forced vibration in still air was performed to deﬁne
the mechanical properties of the set up. In order to isolate the direct and coupled terms
related to each of the three DOFs, the forced motions were applied to one DOF at the
time.
5.3.3 Forced motion apparatus
In order to generate forced motion of the aerodynamic balance, 6 dynamic hydraulic ac-
tuators, model 242.01 from MTS, were installed (3 on each side of the wind tunnel). The
uniaxial displacement of each actuator was calculated using rotation and translation ma-
trices in order to generate 3 DOF motion of the balance central axis. They were controlled
using a ﬂextest 60 series controller and the MultiPurpose TestWare software. The use of
proﬁle commands in two nested loops allowed for partial automation of the testing. Using
two analog outputs, the controller was also triggering the DAQ system (data acquisition)
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and setting the wind speed. The aerodynamic balance with the hydraulic actuators is
shown in Figure 5.4. The displacement of the external frame of the balance was measured
using 6 laser displacement sensors (Sunx, model LM10).
The mean wind speed was measured simultaneously at three diﬀerent locations using
Pitot tubes and their individual manometer. The ﬁrst was installed 4.5 m upstream of the
specimen and was logged by the DAQ system. The two others, above and underneath the
specimen’s leading edge, midway to the walls, were manually recorded in order to calculate
the ratio between the wind speed at the leading edge of the model and the wind speed
measured upstream. This ratio is used with the recorded wind speed in the extraction
algorithm.
5.4 Time domain dynamic force coeﬃcients
5.4.1 Extraction algorithm
The algorithm used for the extraction of the ﬂutter derivatives from forced motion signals
was an adaptation of the method developed at the Universite de Sherbrooke presented
in [Maheux et al., 2014]. It is based on a linear least square resolution of the equation
of movement. This method was chosen because it is very eﬃcient, especially dealing with
signals with strong background noise. In order to eliminate the parabolic transitions from
the matrix extraction, the algorithm was modiﬁed to catch every peak (min and max) and
to cut the signals at a speciﬁc time before and after each of these peaks. Afterward, the
signals are reassembled and the matrices are extracted.
5.4.2 Nonlinear mathematical representation of ﬂutter using 27
coeﬃcients
In the proposed nonlinear representation of ﬂutter, the equation of motion is expressed as
follows :
(Ms −Mae(r¨))r¨+ (Cs −Cae(r˙))r˙+ (Ks −Kae(r˙))r = 0 (5.1)
where r, Ms, Cs, Ks, Mae(r¨), Cae(r˙) and, Kae(r˙) are respectively the displacement matrix,
the structural mass matrix, the structural damping matrix, the structural stiﬀness matrix,
the aerodynamic mass matrix, the aerodynamic damping matrix and, the aerodynamic
stiﬀness matrix.
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For a dynamic system containing 3 DOFs, we ﬁnd that :
r =
[
p(t) h(t) a(t)
]T
(5.2)
Mae = ρ
⎡
⎢⎣
P7(p¨(t)) P9(h¨(t)) P8(a¨(t))
H9(p¨(t)) H7(h¨(t)) H8(a¨(t))
A9(p¨(t)) A7(h¨(t)) A8(a¨(t))
⎤
⎥⎦ (5.3)
Cae = ρ
⎡
⎢⎣
P1(p˙(t)) P5(h˙(t)) P2(a˙(t))
H5(p˙(t)) H1(h˙(t)) H2(a˙(t))
A5(p˙(t)) A1(h˙(t)) A2(a˙(t))
⎤
⎥⎦ (5.4)
Kae = ρ
⎡
⎢⎣
P4(p˙(t)) P6(h˙(t)) P3(a˙(t))
H6(p˙(t)) H4(h˙(t)) H3(a˙(t))
A6(p˙(t)) A4(h˙(t)) A3(a˙(t))
⎤
⎥⎦ (5.5)
where ρ is the air density.
5.4.3 Dynamic force coeﬃcients
Figure 5.5 to 5.10 present the polynomial curve ﬁtting of the 27 transient dynamic force
coeﬃcients extracted from forced motion for various wind speeds for models Pi_1in and
Pi_2in. The coeﬃcients are displayed according to their location in their respective matrix.
The coeﬃcients involved in the aerodynamic mass matrix were extracted from the constant
absolute acceleration forced motion. The coeﬃcients involved in the aerodynamic damping
and stiﬀness matrix were extracted from the constant absolute speed forced motion.
Figure 5.5 to 5.10 show that some of the curves are strongly dependent on the absolute
speed, namely H3, A1 and, H3 for model Pi_1in and H1, A1 and, H3 for model Pi_2in.
This observation was also made regarding the derivatives extracted from sinusoidal for-
ced motion for various frequencies and amplitudes [Prud’homme et al., 2014a]. It is also
observed, even though the values are small, that the aerodynamic mass coeﬃcients vary
with the wind speed and the acceleration. The curves from model Pi_1in and Pi_2in are
in good agreement.
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5.4.4 Toward similitude criteria for dynamic force coeﬃcients
Flutter derivatives are typically expressed as a function of the reduced frequency bω/U .
In the transient test, ω is not deﬁned and equivalent reduced model speed would be the
relative speed, r˙/U , where r˙ is the displacement speed of the section.
Figure 5.11 presents four dynamic force coeﬃcients for section Pi_1in (P2, H5, A5 and,
A3) that expressed a clear variation according to the displacement speed of the model (see
Fig. 5.6 and 5.7). The ﬁrst column of curves displays the coeﬃcients as a function of r˙/U ,
while the second column displays the coeﬃcients divided by the constant speed at which
they were extracted. It is observed that most of the curves are close together, except the
one at the lowest model speed (lower r˙/U for ﬁrst column or curves for lower constant
speed for second column). It suggests that for low speed displacement the ﬂow is aﬀected
diﬀerently than for higher speed. This is consistent with the quasi-steady approximation.
However, further experiments including various scales of the same section and possibly
ﬂow visualization would be required in order to better understand the eﬀect of reduced
model speed and scale.
5.5 Nonlinear transient ﬂutter analysis
5.5.1 Integration scheme
The incremental integration scheme used to solve this nonlinear system was the displacement-
based Newmark-β scheme coupled with the modiﬁed Newton iteration method. The ave-
rage acceleration method (γ = 1/2 and β = 1/4) was chosen for its stability. The time
step used was 1/1000 s, which is small enough to integrate accurately a dynamic motion
at a maximum frequency of around 5Hz.
The structural properties of the sections used for calculations are presented in Table 5.3.
Tableau 5.3 Structural properties of the 3 DOF "π" sections
Sway Heave Twist e
Pi_1in
Mass∗ 84.4 62.5 0.50475 0.0056
Rigidity∗ 83968.4 29428.1 496.2 N/A
ξ (%) 1.0 1.0 1.0 N/A
Pi_2in
Mass∗ 84.4 63.2 0.57228 0.0076
Rigidity∗ 83968.4 29428.1 587.6 N/A
ξ (%) 1.0 1.0 1.0 N/A
∗ Basic units are kg, N, m and rad
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5.5.2 Transient response of a sectional model
Figure 5.12 to 5.17 present the transient displacement response of a Pi_2in section sub-
jected to an initial displacement of all its DOF for various wind speeds. Figure 5.12 shows
the free decay signal of the section in still air. The aerodynamic matrices are thus equal
to zero.
Figure 5.13 shows the response of the section after release at a wind speed of 25.0 m/s. It
is observed that the vibration last for almost 50 s compared to 10 s for the case without
wind. This translates the fact that the eﬀective damping (structural minus aerodynamic
damping) is very small and that the section is at the vicinity of ﬂutter.
Figure 5.14 shows the response of the section after release but at a wind speed of 25.1 m/s.
It is observed that the twist stabilizes at an amplitude very close to the value of initial
displacement and that the heave and sway motions stabilize at smaller amplitudes than
the initial displacement. The system has reached an equilibrium state where the eﬀective
damping of the coupled vibration mode is zero, the ﬂutter sets in.
Figure 5.15 shows the same simulation but now at a wind speed of 25.25 m/s. The twist and
sway motions are observed to increase and stabilize at higher amplitudes than the value
of initial displacement ; the heave motion stabilizes at a slightly smaller amplitude. The
system has reached a second equilibrium state where the eﬀective damping of the coupled
vibration mode is zero. A linear system with negative damping would not increase in
amplitude and then stabilize, it would increase exponentially with time. The stabilization
of the ﬂutter amplitudes for various wind speeds is possible only because of the nonlinear
characteristics of ﬂutter.
Figure 5.16 shows the response of the section at a wind speed of 25.25 m/s after release
with twice the amplitude of the previous one. It is observed that, even if the initial displa-
cements are larger, the vibration stabilizes at the same amplitudes than previously. This
demonstrates the robustness of the method.
Figure 5.17 shows the ﬁrsts 10s of the previous analysis. The transient part of the response
shows an energy exchange between the sway and twist DOF. This can be attributed to
the mass vertical eccentricity and to the aerodynamic coupling terms.
5.5.3 Stability predictions
In order to validate the nonlinear transient analysis (NTA), the stability curves of sec-
tions Pi_1in and Pi_2in, with the structural properties as describes in Table 5.3, were
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computed. The maximum dynamic displacement was extracted from the last 5s of a 60s
integration for multiple wind speeds. For comparison purpose, the predictions from com-
plex eigenvalue analysis (CEV), found in [Prud’homme et al., 2014a], are included in the
graphs. These predictions are performed using the ﬂutter derivatives extracted from sinu-
soidal forced motion at various frequencies and amplitudes. The predictions are identiﬁed
according to the frequency and level of amplitude at which the derivatives were extracted.
Table 5.4 deﬁnes the diﬀerent level of amplitudes for each DOF.
Tableau 5.4 Level of amplitude used for sinusoidal forced motion extraction
Amplitude*
DOF L M H
Sway 2.0 4.0 6.0
Heave 2.0 5.0 8.0
Twist 1.0 1.5 2.0
* deg or mm
Figure 5.18 shows the stability curves of section Pi_1in along with CEV predictions. The
average value of the CEV prediction is also presented. It is observed that the onset of ﬂutter
predicted by NTA occurs at slightly lower wind speed that the average prediction from
CEV. Nevertheless, the prediction from NTA is within the range of predictions from CEV.
It is also observed that the ﬂutter does not appear brutally. It slowly grows until it reaches a
twist amplitude of around 1o and then increases drastically. This observation might explain
part of the diﬀerence between the average prediction and the beginning of the ﬂutter as
predicted by the NTA. Assuming that the twist is the most important DOF acting in
the ﬂutter instability and that the derivatives extracted from sinusoidal forced motion
are aﬀected by the condition under which they are extracted (amplitude, frequency), it is
possible that the average amplitude of twist that was used for their extraction, 1.5o, is not
representative of the small amplitude ﬂutter. Therefore, if we compare the NTA prediction
and the average CEV prediction for a twist amplitude of 1.5o, a good agreement is observed.
Figure 5.19 shows the stability curves of section Pi_2in along with CEV predictions.
The average value of the CEV prediction is also presented. It is observed that the ﬂutter
predicted by NTA is in good agreement with the average prediction form CEV. It is also
observed that the ﬂutter appears brutally, which could explain that it is generally in better
agreement with the CEV predictions compared to the case of Pi_1in.
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5.5.4 Eﬀect of the aerodynamic mass
Figure 5.20 and 5.21 show the stability curves of sections Pi_1in and Pi_2in respectively,
computed considering either 27 or 18 transient dynamic force coeﬃcients. In the latter case,
the transient dynamic force coeﬃcients related to the aerodynamic mass were neglected.
This allows for the evaluation of the contribution of the added mass to ﬂutter.
From Figure 5.20, it is observed that the aerodynamic mass has an important eﬀect on
the onset of ﬂutter. Using only 18 transient dynamic force coeﬃcients, the low amplitude
ﬂutter between 21 m/s and 25 m/s is not predicted anymore. Over 25 m/s, the amplitude
of motion calculated using 18 or 27 coeﬃcients agree well, except in the case of the sway
motion, where the amplitude are considerably higher using 18 coeﬃcients. From Figure
5.21, it is observed that the aerodynamic mass has little eﬀect on the onset of ﬂutter, the
onset already being sudden for this model. Nevertheless, it is observed that the low ampli-
tude ﬂutter speed, slightly pass 25 m/s, was not predicted anymore using 18 coeﬃcients.
Finally, as for model Pi_1in, the amplitude of motion calculated using 18 or 27 coeﬃcients
agree well, even though the amplitude for heave and sway are of greater amplitude when
neglecting the aerodynamic mass.
5.6 Conclusion and recommendation
In this research, a new approach was used to extract the 3 degrees of freedom aerodynamic
mass, damping and rigidity matrices. This approach involves forced motion at constant
absolute speeds and accelerations. Some dynamic force coeﬃcients showed a dependency
to the absolute speed level. These aerodynamic matrices were then used in a nonlinear
transient ﬂutter analysis simulating a 3 DOF section free vibration after release from
initial displacement. The stabilization of vibrations of the numerical prediction under
ﬂutter condition was observed for multiple wind speeds. A comparison of the analytic
stability curves with the predictions from complex eigenvalue analysis for 2 "π-shaped"
section showed good agreement.
The proposed approach opens the way to introducing structural non-linearity, such as
steel yielding and large displacements, into complete nonlinear transient ﬂutter analysis of
bridges. This approach would not only estimate the wind speed at which ﬂutter appears,
but also the amplitudes of vibration depending of the wind speed.
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An evaluation of the contribution of the aerodynamic mass to the ﬂutter showed a signi-
ﬁcant eﬀect on the onset of the ﬂutter for one of the models. The non-inclusion of the
aerodynamic mass in this speciﬁc case is then found to lead to non-conservative results.
Further research should be conducted to measure the eﬀect of such structural non-linearity
and to include other types of loads, such as traﬃc load and buﬀeting.
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Figure 5.4 Aerodynamic balance set for forced motion.
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Figure 5.5 Dynamic force coeﬃcients associated with the aerodynamic mass
for model Pi_1in
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Figure 5.6 Dynamic force coeﬃcients associated with the aerodynamic dam-
ping for model Pi_1in
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Figure 5.7 Dynamic force coeﬃcients associated with the aerodynamic stiﬀness
for model Pi_1in
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Figure 5.8 Dynamic force coeﬃcients associated with the aerodynamic mass
for model Pi_2in
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Figure 5.9 Dynamic force coeﬃcients associated with the aerodynamic dam-
ping for model Pi_2in
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Figure 5.10 Dynamic force coeﬃcients associated with the aerodynamic stiﬀ-
ness for model Pi_2in
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Figure 5.11 Dynamic force coeﬃcients normzlized by displacement speed for
model Pi_1in
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Figure 5.12 60s Pi_2in’s response from initial displacement - U=0.0m/s
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Figure 5.13 60s Pi_2in’s response from initial displacement - U=25.0m/s
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Figure 5.14 60s Pi_2in’s response from initial displacement - U=25.1m/s
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Figure 5.15 60s Pi_2in’s response from initial displacement - U=25.25m/s
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Figure 5.16 60s Pi_2in’s response from double initial displacement -
U=25.25m/s
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Figure 5.17 10s Pi_2in’s response from double initial displacement -
U=25.25m/s
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Figure 5.18 Predicted stability curve, transient vs CEV - Pi_1in
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Figure 5.19 Predicted stability curve, transient vs CEV - Pi_2in
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Figure 5.20 Predicted stability curve, 27 vs 18 derivatives - Pi_1in
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Figure 5.21 Predicted stability curve, 27 vs 18 derivatives - Pi_2in
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CHAPITRE 6
Conclusions
Ce projet de recherche avait pour objectif d’évaluer l’eﬀet du déplacement horizontal sur
la stabilité d’un pont, de mettre en évidence la dépendance à l’amplitude et à la fréquence
du ﬂottement de diverses sections et d’élaborer une méthode expérimentale et un modèle
mathématique pour l’analyse en dynamique transitoire non linéaire du ﬂottement d’un
pont.
Aﬁn de remplir le premier objectif, des essais de stabilité en régime libre à 2 et 3 degrés
de liberté ont été eﬀectués sur 6 modèles sectionnels à géométries régulières, suivis d’une
extraction des coeﬃcients instationnaires en régime libre décroissant, aussi à 2 et 3 degrés
de liberté. De ces essais, il en est ressorti les points suivants :
- les sections rectangulaires ayant un ratio B/D de 3 et 8.35 ainsi que les sections en
forme de "pi" sont sujettes au ﬂottement couplé à 3 degrés de liberté ;
- le ﬂottement à 3 degrés de liberté a tendance à survenir à une vitesse plus élevée,
possiblement dû à l’apport du déplacement horizontal à l’amortissement du mode
de ﬂottement ;
- l’approximation quasi statique ne concorde pas bien avec la méthode instationnaire
et peut même être non conservatrice.
Aﬁn de remplir le second objectif, une étude paramétrique étudiant l’eﬀet de la fréquence
et de l’amplitude d’extraction des coeﬃcients instationnaires en régime forcé harmonique
a été menée sur les 6 modèles à géométries régulières. De cette étude, il en est ressorti les
points suivants :
- plusieurs coeﬃcients instationnaires expriment une dépendance marquée à la fré-
quence et à l’amplitude employées pour leur extraction ;
- la masse aérodynamique, qui est négligée dans le modèle actuel des forces aéroélas-
tiques, pourrait être une des causes de cette non-linéarité, puisque les forces inertielles
aérodynamiques sont indissociables des forces reliées à la rigidité aérodynamique en
mouvement harmonique ;
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- le choix des paramètres dynamiques pour l’extraction des coeﬃcients entraîne une
variation considérable lors du calcul de la vitesse de ﬂottement subséquent.
Aﬁn de remplir le troisième objectif, une méthode expérimentale impliquant l’extraction
de coeﬃcients de force dynamiques lors de déplacements forcés à vitesse ou accélération
absolues constantes a été développée. Les coeﬃcients obtenus ont ensuite été employés
dans une résolution dynamique transitoire non linéaire d’une section à 3 degrés de liberté
soumise à des forces aéroélastiques. De cette étude, il en est ressorti les points suivants :
- la stabilisation de l’amplitude de ﬂottement à diﬀérents niveaux en fonction de la
vitesse de vent a été observée à l’aide de la simulation dynamique transitoire non
linéaire. Cette particularité n’est possible que par la prise en compte de l’aspect non
linéaire des forces de ﬂottement ;
- une période transitoire importante ainsi qu’un couplage et qu’un transfert d’énergie
entre les degrés de liberté ont été observés ;
- les prédictions de la vitesse de ﬂottement faites à l’aide de la méthode présentée sont
comparables à celles faites à l’aide de la méthode conventionnelle ;
- la masse aérodynamique peut être considérable dans certains cas et peut avoir une
inﬂuence sur l’agressivité de l’apparition du ﬂottement.
La nouvelle approche développée pour la modélisation des forces aéroélastiques permet
donc la prise en compte des caractéristiques non linéaires du ﬂottement. Cette approche
ouvre la porte à l’analyse non linéaire transitoire de la stabilité aérodynamique des ponts,
incluant au besoin d’autres types de non-linéarités (matérielle, géométrique ...) ainsi que
la superposition d’autres types de chargements (routiers, piétons, aérodynamiques...) Des
études supplémentaires devront être réalisées dans le but de quantiﬁer l’eﬀet de ces non-
linéarités et de ces chargements sur le comportement aérodynamique des ponts. Des essais
supplémentaires devront aussi être réalisés dans le but de déterminer les critères de si-
militudes à considérer pour tenir compte des variations d’échelle et de caractéristiques
dynamiques entre les essais en souﬄerie et le pont à échelle réelle. Ce sont ces critères qui
permettront l’application de la méthode à un pont réel.
ANNEXE A
Méthodologie expérimentale
A.1 Modèles
6 modèles à section régulières ont été utilisés pour les essais. 3 de ces modèles ont une
section rectangulaire avec un ratio B/D = 2, 3 et 8.35. Les 3 autres modèles ont une
section s’apparentant à la forme de la lettre grecque π. Les dimensions caractéristiques
sont données au Tableau A.1 et déﬁnies à la Figure A.1. Les modèles rectangulaires ont une
longueur de 1.803 m et les modèles en "pi" ont une longueur de 1.808 m. Aux extrémités de
chacun des modèles, des plaques aérodynamiques ont été ajoutées dans le but de limiter les
eﬀet de bord. Les modèles rectangulaires sont des caissons creux en acier et/ou aluminium
et comprennent des diaphragmes aux extrémités et au centre. Les modèles en "pi" sont
fait de pièces d’aluminium pleines.
Tableau A.1 Caractéristiques géométriques des modèles
Modèle
Largeur (B) Hauteur (D) t1 t2 c e
(m) (m) (m) (m) (m) (m)
B/D = 2 0,076 0,0385 - - - -
B/D = 3 0,114 0,0385 - - - -
B/D = 8, 35 0,304 0,0364 - - - -
Pi_1in 0,306 0,0387 0,00635 0,009525 0,0254 0,0076
Pi_2in 0,306 0,0387 0,00635 0,009525 0,0508 0,0056
Pi_3in 0,306 0,0387 0,00635 0,009525 0,0762 0,0036
Figure A.1 Deﬁnition des termes et convention de signe
Les fréquences naturelles des modèles ainsi que les déplacements maximums théoriques
au centre de la maquette lorsqu’elle est soumise à l’accélération verticale maximale sont
présentées au Tableau A.2. Il est à noter que ces valeurs considèrent la ﬂexibilité des
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attaches de la balance ainsi que des conditions limites rotulées. Dans la réalité, il y a une
certaine résistance à la rotation autour de l’axe parallèle à l’écoulement, ce qui a pour
eﬀet d’augmenter la fréquence naturelle et de diminuer les déplacement au centre. Il est à
noter que la "fréquence" d’excitation la plus élevée lors des essais était de 7,9 Hz dans le
cas d’essais à accélération constante supplémentaires. Cette fréquence est donc environ 2
fois plus petite que la fréquence naturelle des sections en "pi".
Tableau A.2 Propriétés mécaniques des modèles
Modèle
fh δh max
(Hz) (mm)
B/D = 2 18.5 0.7
B/D = 3 19.1 0.7
B/D = 8.35 22.5 0.5
Pi_1in 15.8 1.0
Pi_2in 15.8 1.0
Pi_3in 15.8 1.0
A.2 Mesure des coeﬃcients de forces
Avant de débuter la mesure des forces aérodynamiques, plusieurs paramètres doivent être
évalués et incorporés dans l’algorithme de conversion des signaux :
- la distance entre les cellules de force pour le moment et le centre de rotation ;
- le nombre de cellule de force utilisées pour mesurer le moment ;
- le voltage d’excitation des 24 cellules de force.
Les multiplicateurs des ponts de jauges (input et scaling gain) ainsi que les calibrations
individuelles des cellules de force se retrouvent déjà dans un ﬁchier de l’algorithme de
conversion. Ces dernières valeurs sont vériﬁées périodiquement.
Par la suite, pour chaque angle d’incidence, les étapes suivantes s’appliquent :
- ajustement de l’angle d’incidence à l’aide du système automatisé ;
- mesure de l’angle d’incidence sur la maquette en 3 points (les deux extrémités et le
centre) ;
- correction de l’angle (s’il-y-a lieu) ;
- fermeture de la porte de la souﬄerie ;
- mesure des forces sans vent ;
- démarrage de la souﬄerie et ajustement de la vitesse ;
- attente de la stabilisation de l’écoulement (plus ou moins 2 minutes) ;
- mesure des forces pendant 30 s à 100 Hz ;
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- répéter les 3 étapes précédentes pour au moins 2 autres vitesses ;
- recommencer pour l’angle d’incidence suivant.
Aﬁn de déterminer la vitesse de vent, une lecture de la mesure de 3 tubes de Pitot est
eﬀectuée ainsi que la température de l’écoulement et la pression atmosphérique. C’est don-
nées sont consignées dans une "logsheet". La vitesse utilisée pour le calcul des coeﬃcients
est la moyenne de celles mesurées par les 2 tubes de Pitot installés au niveau du modèle.
A.3 Courbes de stabilité
A.3.1 Ajustement des propriétés
Masse
Dans le cadre de ces essais, puisque les maquettes sont ﬁctives, aucun ajustement de la
masse pour des ﬁns de similitude n’était requis. Toutefois, dans le but d’augmenter la
masse en rotation (MMI) des modèles B/D = 2 et B/D = 3, des masses excentrées ont
été ajoutées.
La mesure de la masse des DDL en translation se fait à l’aide des cellules de force. Le
montage est tourné à environ 20o et la mesure des forces selon les 2 DDL en translation
est eﬀectuée. L’angle précis du système est intégré dans l’algorithme de conversion ce qui
permet de calculer la masse de chacun des DDL avec précision. Pour la mesure des force,
la procédure présenté à la section A.2 est suivi en partie.
La mesure de la masse en rotation MMI est eﬀectuée selon une procédure distincte. La
rigidité en rotation est mesurée en appliquant un couple sur le modèle (ajout de masses
excentrées) et en mesurant le moment et la rotation à l’aide du système d’acquisition de
donnée. On répète pour plusieurs valeur de couple, puis on détermine la rigidité. Par la
suite on mesure la fréquence du système et on isole la masse.
Ajustement de la rigidité
Les ressorts pour les DDL en translation sont choisis dans le but d’obtenir la fréquence
désirée. Le processus est donc quelque peu itératif jusqu’à l’atteinte des fréquences désirées.
Pour les ressorts du DDL en rotation, il est possible de faire varier le nombre de ressorts
(2 ou 4 paires) ainsi que leur bras de levier. L’ajustement se fait aussi de façon itérative
jusqu’à l’obtention de la fréquence désirée.
Amortissement
L’ajustement du taux d’amortissement critique se fait en ajoutant des aimants pour les
DDL en translation. Pour ce qui est de la rotation, il est possible de faire varier la distance
entre les aimants et la plaque d’aluminium ainsi que de changer le nombre d’aimant.
Aﬁn de mesurer le taux d’amortissement du système, la maquette est excité manuellement
puis relâché un DDL à la fois. Le signal du déplacement est enregistré. Pour le DDL en
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rotation, on s’assure d’atteindre une amplitude d’au moins 1,5o. Puisque l’amortissement
des DDL en translation est pratiquement linéaire, on s’assure d’avoir une amplitude suf-
ﬁsante soit environ 7 mm en vertical et 3 à 4 mm en horizontal. À chaque itération, un
zéro du système d’acquisition de donné est fait au préalable.
La mesure du taux d’amortissement se fait ensuite à l’aide d’une feuille de calcul Matcad où
l’on ajuste graphiquement une courbe de décrément logarithmique sur le signal prélevé.
Pour le signal en rotation, on s’assure d’ajuster la courbe pour la zone du signal où
l’amplitude est d’environ 1,5o.
A.3.2 Déroulement de l’essai
Une fois l’angle d’incidence ajusté, un zéro du système d’acquisition de donnée est enregis-
tré. Par la suite, la vitesse de vent est variée par petits incréments, environ 25 incréments
par courbe de stabilité, et on raﬃne en zone d’instabilité. Une fois l’écoulement stabi-
lisé (environ 2 minutes), une excitation manuelle du modèle est eﬀectuée aﬁn de déceler
des instabilités potentielles. Lorsque le mouvement du modèle est stabilisé, soit qu’il ne
bouge plus, soit qu’il bouge en régime permanent, une mesure du déplacement est eﬀectuée
pendant 90 s à 100 Hz. On passe ensuite à la vitesse suivante. L’essai est arrêté lorsque
l’amplitude de rotation atteint 1,5o où que l’amplitude de déplacement en translation de-
vient trop important (cas de la maquette B/D = 2). À 1,5o de rotation, il est considéré
que la vitesse de ﬂottement est atteinte.
A.4 Extraction des coeﬃcients instationnaires en ré-
gime libre
A.4.1 Ajustement de la balance
La procédure pour ajuster la balance aérodynamique pour les essais d’extraction des co-
eﬃcients instationnaires en régime libre est identique à celle pour les essais de courbe de
stabilité. La plupart des paramètres sont d’ailleurs les mêmes que pour ces derniers essais.
Toutefois, quelques modiﬁcations ont été apportées. De façon générale, les fréquences ho-
rizontale et en rotation ont été séparées dans le but de permettre la distinction des termes
couplés lors de l’extraction. Pour ce faire, le bras de levier des ressorts pour la rotation a
tout simplement été augmenté. Aussi, pour les sections en "Pi", le taux d’amortissement
critique a été augmenté à environ 0,7% en comparaison à 0,5% pour les essais de stabilité.
Cette démarche avait pour but de décaler la vitesse de ﬂottement vers une vitesse supé-
rieure, permettant ainsi d’extraire des coeﬃcients instationnaires pour une plus grande
plage de vitesses réduites.
A.4.2 Mécanisme de lâcher
Aﬁn de produire un lâcher, un petit câble d’acier attaché au modèle était tendu de ma-
nière à produire un déplacement initial supérieur aux amplitudes obtenues en ﬂottement
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pour chacun des modèles. Le Tableau A.3 présente les amplitudes initiales obtenues pour
chacune des séries d’essais à 0o. Étant donné qu’un seul câble permettait d’imposer les dé-
placements initiaux pour 2 ou 3 DDL, les ratios d’amplitudes entre les DDL ne pouvaient
pas être respectés. Le câble était accroché à un mécanisme de relâchement rapide pneu-
matique (voir Figure 3.4), ce qui permettait de libérer le modèle quasi-instantanément.
Tableau A.3 Amplitudes initiales de lâcher
Modèle
2 DDL 3 DDL
V (mm) T (o) V (mm) H (mm) T (o)
B/D = 2 7,6 2,4 18,7 3,9 2,8
B/D = 3 8,8 3,9 10,7 3,6 3,7
B/D = 8, 35 3,3 1,6 8,8 3,4 3,5
Pi_1in 6,3 1,8 12,6 4,4 2,4
Pi_2in 6,9 2,3 9,0 3,0 2,2
Pi_3in 8,3 2,8 13,3 4,7 3,2
A.4.3 Déroulement de l’essai
Au début de l’essai et à chaque 2 vitesses de vent, un zéro de l’instrumentation suivi d’un
lâcher sans vent était enregistré. Cela permettait de détecter tout changement au niveau de
la balance aérodynamique ou du système d’acquisition de données. Par la suite, 4 lâchers
à 2 vitesses de vent diﬀérentes étaient enregistrés. À chaque fois, un délais d’environ 2
minutes était laissé aﬁn de permettre la stabilisation de l’écoulement. Cette procédure
était répétée jusqu’à l’atteinte du ﬂottement.
A.5 Extraction des coeﬃcients instationnaires en ré-
gime forcé harmonique
A.5.1 Ajustement de la balance
La procédure pour préparer la balance pour les essais forcés harmoniques est similaire à
celle pour le mesure des coeﬃcients de forces. Tous les ressorts sont remplacés par des liens
rigides prétendus. L’ajustement de prétension des liens est vériﬁée à l’aide des cellules de
force. Pour chaque lien, on s’assure que la prétension soit suﬃsante pour éviter que le lien
ne se détende au cours de l’essai. On s’assure aussi que la prétension est uniforme aﬁn
d’éviter de gauchir la balance.
Les vérins électriques, utilisés pour contrôler l’angle d’incidence de la balance, sont rempla-
cés par les vérins dynamiques hydrauliques. La position du centre de chacune des rotules,
2 par vérin, est mesurée précisément aﬁn d’être introduite dans l’algorithme qui génère
les signaux temporels de déplacement. Les capteurs de déplacement laser, servants à la
mesure des déplacement de la balance en régime libre, sont déplacés aﬁn de mesurer les
déplacement en 3 points (2 verticaux et 1 horizontal) des cadres mobiles (2) de la balance
par rapport au cadre rigide.
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A.5.2 Déroulement de l’essai
Les étapes suivantes sont répétées à chaque 4 vitesses de vent :
- mesure du zéro de l’instrumentation (sans vent) ;
- mesure des forces et déplacements pour chacun des signaux de mouvements harmo-
niques (sans vent) ;
- démarrage de la souﬄerie et ajustement de la vitesse de vent ;
- stabilisation de l’écoulement pendant 2 minutes ;
- mesure des forces et déplacements pour chacun des signaux de mouvements harmo-
niques ;
- augmentation de la vitesse de vent ;
- stabilisation de l’écoulement pendant 2 minutes ;
- mesure des forces et déplacements pour chacun des signaux de mouvements harmo-
niques ;
- augmentation de la vitesse de vent ;
- stabilisation de l’écoulement pendant 2 minutes ;
- mesure des forces et déplacements pour chacun des signaux de mouvements harmo-
niques ;
- augmentation de la vitesse de vent ;
- stabilisation de l’écoulement pendant 2 minutes ;
- mesure des forces et déplacements pour chacun des signaux de mouvements harmo-
niques ;
- arrêt de la souﬄerie.
En plus des forces et déplacements, plusieurs données sont mesurées durant les essais. Le
Tableau A.4 présente chacune des données prélevées ainsi que leur fréquence d’enregistre-
ment.
Tableau A.4 Données mesurées
Donnée Fréquence Méthode*
Pression dynamique de référence en continue DAQ
Pression barométrique 2 fois par jour manuelle
Température en continue DAQ
Pression dynamique au "leading edge" ∼20 fois par essai manuelle
*DAQ signiﬁe que cette donnée est captée par le système d’acquisition
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A.6 Extraction des coeﬃcients instationnaires en ré-
gime forcé temporel
Idem section A.5.
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ANNEXE B
Validation des mesures expérimentales
B.1 Déplacement
Une calibration des capteurs de déplacement laser a été eﬀectuée en mars 2013, soit avant
les essais expérimentaux. La ﬁgure B.1 présente les courbes de calibration des lasers et
couvre leur plage d’utilisation complète. Il y est observé que le voltage de sortie des
capteurs est proportionnel à la distance de la cible.
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Laser 1: 9.97mm/V
Laser 2: 10.00mm/V
Laser 3: 9.94mm/V
Laser 4: 10.02mm/V
Laser 5: 9.95mm/V
Laser 6: 10.45mm/V
Figure B.1 Calibration des capteurs de déplacement laser
B.2 Forces statiques
Une vériﬁcation globale de la mesure des forces de la balance par degré de liberté a été
eﬀectuée. Pour ce faire, une barre rigide était installée dans la balance à la place du
modèle. Cette barre comportait une tige au centre permettant d’appliquer un eﬀort avec
un bras de levier, lorsque requis. Les eﬀorts étaient appliqués au centre de la barre à l’aide
d’un petit câble d’acier relié à une cellule de force externe pré-calibrée d’une capacité de
25lb. Pour l’application de l’eﬀort dans la direction de la portance, des masses étaient tout
simplement suspendus à la cellule de charge. Pour l’application des forces dans la direction
de la trainée, la cellule de force était reliée à un support ajustable à l’aide d’une tige ﬁletée.
L’augmentation de la force était eﬀectué en resserrant l’écrou retenant la tige ﬁletée. Une
attention particulière était portée à l’orientation de la force appliquée. L’ajustement de la
position du point d’attache de la tige ﬁleté sur le support ajustable permettait d’assurer
cet alignement. Finalement, l’application du moment était eﬀectué de manière similaire à
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l’application de la force dans la direction de la traînée, mais cette fois en utilisant un bras
de levier. La Figure B.2 présente le montage utilisé pour la vériﬁcation du DDL horizontal.
Figure B.2 Montage utilisé pour valider la mesure des forces
Les Figure B.3 à B.5 présentent la comparaison des eﬀorts mesurés par la balance avec
ceux mesurés à l’aide de la cellule de force de 25lb ainsi que l’écart entre les mesures. Le
Tableau B.1 présente les équations des droites de régression tirées des résultats de valida-
tion avec leur coeﬃcient de corrélation. Il est observé que les pentes des trois graphiques
sont pratiquement égales à 1.0 et qu’il n’y a pratiquement pas de dispersion des résultats.
D’ailleurs, les coeﬃcients de corrélation sont tous égaux à 1,0. Il est aussi observé que la
variation est généralement inférieure à 1%, sauf pour les faibles amplitudes de force où
elle peut atteindre près de 2% pour la mesure du moment.
B.3 Forces dynamiques
Aﬁn de qualiﬁer la variation de la mesure dynamique des forces, les valeurs moyennes des
absolus des forces inertielles mesurées lors des essais à accélération constante sans vent
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Figure B.3 Validation de la mesure de la force de portance
Tableau B.1 Droites de régressions
Composante Équation R2
Portance 1,0082x 1,0
Traînée 0,9980x 1,0
Moment 0,9972x - 37,827 1,0
des modèles B/D = 2 et Pi_1in ont été extraites. Les Figure B.6 à B.11 présentent ces
résultats pour chacun des DDL en fonction de l’accélération. On remarque très bien la
tendance linéaire de la variation de la force inertielle en fonction de l’accélération. Toute-
fois, à l’exception du DDL horizontal pour le modèle Pi_1in, toutes les courbes présentent
des valeurs moins ordonnées à accélération maximale. L’une des causes probables pouvant
avoir occasionné ce type de résultats est la déformation du modèle qui est plus impor-
tante à l’accélération maximale. Cette déformation a pour eﬀet direct de réduire la force
inertielle et pour eﬀet indirect d’introduire une force d’amortissement.
On remarque parfois que les valeurs à accélérations maximales se séparent en deux groupes.
Il est possible que les caractéristiques du montage aient changés au cours de l’essai, soit
parce qu’une pièce s’est déserrée, soit parce qu’une pièce a été remplacée. Cela aurait pour
eﬀet de changer la masse participant au mouvement. Lors de l’extraction des coeﬃcients,
ce phénomène est couvert par l’utilisation des paramètres du système mesurés sur une
base régulière.
Aﬁn de déterminer la masse dynamique du système pour chacun des DDL des deux mo-
dèles, une droite de régression a été calculée. Puisqu’elle ne représentent pas nécessairement
le même système, les valeurs qui étaient à part à l’accélération maximale ont été négli-
gées. On peut y constater que la corrélation entre les résultats est excellente. Pour chaque
DDL, l’écart par rapport à la droite de régression est présentée. On constate que l’écart
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Figure B.4 Validation de la mesure de la force de traînée
est généralement inférieur à 3%, sauf pour la force inertielle verticale du modèle B/D = 2
qui atteint 10%.
B.4 Erreur sur la mesure de la vitesse
Cette section présente un calcul d’erreur sur a mesure de la vitesse à l’aide de l’électro-
manomètre. L’équation B.1 présente la fonction de vitesse. L’équation B.2 a été utilisée
pour calculer l’erreur sur la fonction de vitesse.
V =
√
2 ∗ 998 ∗ΔP ∗ g ∗ 101, 325 ∗ (1, 8T + 491.6)
100 ∗ 1, 225 ∗ 0, 1333224 ∗ Patm ∗ 518, 6 (B.1)
où ΔP est la diﬀérence entre la pression totale et la pression statique mesurée par l’électro-
manomètre en cmH2O, g est l’accélération gravitationnelle, T est la température en oC et
Patm est la pression atmosphérique en mmHg.
δV =
√(
dV
dΔP
δΔP
)2
+
(
dV
dT
δT
)2
+
(
dV
dPatm
δPatm
)2
(B.2)
où δΔP est l’erreur de l’électro-manomètre, δT est l’erreur sur la température et δPatm
est l’erreur sur la mesure de la pression atmosphérique.
Le Tableau B.2 présente la précision de chacune des mesures requises pour déterminer la
vitesse de l’écoulement.
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Figure B.5 Validation de la mesure du moment
Tableau B.2 Précision des mesures pour le détermination de la vitesse de l’écou-
lement
Mesure Instrument Précision
ΔP électro-manomètre 0.02%
T RTD + DAQ 1.5oC
Patm baromètre au mercure 0.1 mmHg
La Figure B.12 présente la variation de l’erreur sur la mesure de la vitesse en fonction de la
vitesse. L’axe de gauche présente l’erreur en m/s alors que l’axe de droite présente l’erreur
relative en %. Les données expérimentales sont tirées de l’essai à accélération constante
pour le modèle Pi_1in. On peut y constater que l’erreur absolue augmente avec la vitesse
alors que l’erreur relative diminue progressivement d’une valeur de 0,255% vers une valeur
de 0,219%.
B.5 Comparaison des forces aérodynamiques avec la
force inertielle
Cette section présente des signaux simulés des forces en jeu lors de l’imposition du mouve-
ment forcé aux maquettes B/D = 2 et Pi_1in. Trois mouvements forcés harmoniques ont
été simulés. Le Tableau B.3 présente les caractéristiques dynamiques des mouvements for-
cés. Dans un premier temps, les Figures B.13,B.17, B.21, B.25, B.29 et B.33 présentent les
signaux de force inertielles simulés sans vent. Il est à noter que l’eﬀet de l’air est négligée.
Ensuite, les Figures B.14, B.15, B.16, B.18, B.19, B.20, B.22, B.23, B.24, B.26, B.27, B.28,
B.30, B.31, B.32, B.34, B.35 et B.36 présentent les forces aérodynamiques simulées pour
des vitesses d’écoulement variants entre 5.0 et 30.0 m/s par incréments de 5 m/s. Il est
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Figure B.6 Mesure de la force inertielle verticale en fonction de l’accélération
pour le modèle B/D = 2
à noter que pour chacune des simulations, les coeﬃcients instationnaires utilisés étaient
ceux extrait à partir des mêmes paramètres dynamiques.
On peut observer sur ces ﬁgures que le ratio des eﬀorts aérodynamiques sur les eﬀorts
inertiels varie approximativement entre 0.5% et 160%. Ces ratios s’améliorent avec l’aug-
mentation de la vitesse de vent et la diminution de l’accélération du mouvement. Il est à
noter que l’erreur de mesure maximale, sur la force de portance, est d’environ 0.8%, C’est
donc dire que coeﬃcients instationnaires extraits à plus faible vitesse de vent et à grande
accélération ont une valeur plutôt qualitative. Il faut aussi noter que les forces inertielles
couplées sont toutes nulles, à l’exception du couplage horizontal-torsion des maquettes
en "Pi", et que les extractions à vitesse constante sont à accélération nulle, ce qui im-
plique que les forces mesurées pour ces cas précis sont entièrement attribuables aux forces
aérodynamiques.
Tableau B.3 Caractéristiques des mouvements harmoniques simulés
Fréquence Amplitude horizontale Amplitude verticale Amplitude en rotation
(Hz) (mm) (mm) (o)
2.0 2.0 2.0 1.0
3.5 4.0 5.0 1.5
5.0 6.0 8.0 2.0
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Figure B.7 Mesure de la force inertielle horizontale en fonction de l’accélération
pour le modèle B/D = 2
Figure B.8 Mesure de la force inertielle en rotation en fonction de l’accélération
pour le modèle B/D = 2
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Figure B.9 Mesure de la force inertielle verticale en fonction de l’accélération
pour le modèle Pi_1in
Figure B.10 Mesure de la force inertielle horizontale en fonction de l’accéléra-
tion pour le modèle Pi_1in
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Figure B.11 Mesure de la force inertielle en rotation en fonction de l’accéléra-
tion pour le modèle Pi_1in
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Figure B.12 Variation de l’erreur sur la vitesse mesurée en fonction de la vitesse
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Figure B.13 Forces inertielles simulées pour chaque DDL pour le modèle
B/D = 2 pour la fréquence et les amplitudes les plus basses
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Figure B.14 Forces aérodynamiques simulées pour chaque DDL pour un mou-
vement forcé selon le DDL horizontal pour le modèle B/D = 2 et pour la
fréquence et les amplitudes les plus basses
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Figure B.15 Forces aérodynamiques simulées pour chaque DDL pour un mou-
vement forcé selon le DDL vertical pour le modèle B/D = 2 et pour la fréquence
et les amplitudes les plus basses
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Figure B.16 Forces aérodynamiques simulées pour chaque DDL pour un mou-
vement forcé selon le DDL en torsion pour le modèle B/D = 2 et pour la
fréquence et les amplitudes les plus basses
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Figure B.17 Forces inertielles simulées pour chaque DDL pour le modèle
B/D = 2 pour la fréquence et les amplitudes moyennes
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Figure B.18 Forces aérodynamiques simulées pour chaque DDL pour un mou-
vement forcé selon le DDL horizontal pour le modèle B/D = 2 et pour la
fréquence et les amplitudes moyennes
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Figure B.19 Forces aérodynamiques simulées pour chaque DDL pour un mou-
vement forcé selon le DDL vertical pour le modèle B/D = 2 et pour la fréquence
et les amplitudes moyennes
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Figure B.20 Forces aérodynamiques simulées pour chaque DDL pour un mou-
vement forcé selon le DDL en torsion pour le modèle B/D = 2 et pour la
fréquence et les amplitudes moyennes
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Figure B.21 Forces inertielles simulées pour chaque DDL pour le modèle
B/D = 2 pour la fréquence et les amplitudes les plus hautes
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Figure B.22 Forces aérodynamiques simulées pour chaque DDL pour un mou-
vement forcé selon le DDL horizontal pour le modèle B/D = 2 et pour la
fréquence et les amplitudes les plus hautes
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Figure B.23 Forces aérodynamiques simulées pour chaque DDL pour un mou-
vement forcé selon le DDL vertical pour le modèle B/D = 2 et pour la fréquence
et les amplitudes les plus hautes
B.5. COMPARAISON DES FORCES AÉRODYNAMIQUES AVEC LA FORCE
INERTIELLE 177
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
−1.0
−0.5
0.0
0.5
1.0
H
o
ri
z
o
n
ta
le
 (
N
)
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
−6
−4
−2
0
2
4
6
V
e
rt
ic
a
le
 (
N
)
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
Temps (s)
−0.08
−0.06
−0.04
−0.02
0.00
0.02
0.04
0.06
0.08
M
o
m
e
n
t 
(N
-m
) 5.0m/s
10.0m/s
15.0m/s
20.0m/s
25.0m/s
30.0m/s
Figure B.24 Forces aérodynamiques simulées pour chaque DDL pour un mou-
vement forcé selon le DDL en torsion pour le modèle B/D = 2 et pour la
fréquence et les amplitudes les plus hautes
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Figure B.25 Forces inertielles simulées pour chaque DDL pour le modèle
Pi_1in pour la fréquence et les amplitudes les plus basses
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Figure B.26 Forces aérodynamiques simulées pour chaque DDL pour un mou-
vement forcé selon le DDL horizontal pour le modèle Pi_1in et pour la fréquence
et les amplitudes les plus basses
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Figure B.27 Forces aérodynamiques simulées pour chaque DDL pour un mou-
vement forcé selon le DDL vertical pour le modèle Pi_1in et pour la fréquence
et les amplitudes les plus basses
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Figure B.28 Forces aérodynamiques simulées pour chaque DDL pour un mou-
vement forcé selon le DDL en torsion pour le modèle Pi_1in et pour la fréquence
et les amplitudes les plus basses
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Figure B.29 Forces inertielles simulées pour chaque DDL pour le modèle
Pi_1in pour la fréquence et les amplitudes moyennes
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Figure B.30 Forces aérodynamiques simulées pour chaque DDL pour un mou-
vement forcé selon le DDL horizontal pour le modèle Pi_1in et pour la fréquence
et les amplitudes moyennes
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Figure B.31 Forces aérodynamiques simulées pour chaque DDL pour un mou-
vement forcé selon le DDL vertical pour le modèle Pi_1in et pour la fréquence
et les amplitudes moyennes
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Figure B.32 Forces aérodynamiques simulées pour chaque DDL pour un mou-
vement forcé selon le DDL en torsion pour le modèle Pi_1in et pour la fréquence
et les amplitudes moyennes
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Figure B.33 Forces inertielles simulées pour chaque DDL pour le modèle
Pi_1in pour la fréquence et les amplitudes les plus hautes
B.5. COMPARAISON DES FORCES AÉRODYNAMIQUES AVEC LA FORCE
INERTIELLE 187
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
−8
−6
−4
−2
0
2
4
6
8
H
o
ri
z
o
n
ta
le
 (
N
)
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
−1.0
−0.5
0.0
0.5
1.0
V
e
rt
ic
a
le
 (
N
)
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
Temps (s)
−0.3
−0.2
−0.1
0.0
0.1
0.2
0.3
M
o
m
e
n
t 
(N
-m
) 5.0m/s
10.0m/s
15.0m/s
20.0m/s
25.0m/s
30.0m/s
Figure B.34 Forces aérodynamiques simulées pour chaque DDL pour un mou-
vement forcé selon le DDL horizontal pour le modèle Pi_1in et pour la fréquence
et les amplitudes les plus hautes
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Figure B.35 Forces aérodynamiques simulées pour chaque DDL pour un mou-
vement forcé selon le DDL vertical pour le modèle Pi_1in et pour la fréquence
et les amplitudes les plus hautes
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Figure B.36 Forces aérodynamiques simulées pour chaque DDL pour un mou-
vement forcé selon le DDL en torsion pour le modèle Pi_1in et pour la fréquence
et les amplitudes les plus hautes
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Abstract
Bridge stability is typically investigated based on 2 DOF wind tunnel measurements and
very few wind tunnel facilities are available to simulate 3 DOF ﬂutter of sectional model.
In the absence of experimental capacity for extracting the ﬂutter derivatives related to the
sway, the quasi-steady approach is generally used for their evaluations. Also, the change
of angle of attack is generally achieved by rotating the model relatively to the balance,
forcing then the model to move according to the wind’s axis as opposed to the section’s
principal axis. The impact of this experimental limitation needs to be studied. This paper
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presents a new 3 DOF dynamic force balance and its use to investigate the stability of a
typical bridge deck section. The eﬀect of the axis of motion is also studied. An interaction
between sway and twist was observed during ﬂutter and, for some angles of attack, the
results show that the speed at which the ﬂutter is reached might be inﬂuenced by the sway
and the direction of motion as compared to principal axis of the section. Further research
is needed to properly asses these eﬀects.
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C.2 Introduction
Bridges are typically designed to withstand severe wind conditions. Long span bridges are
lightweight constructions and can be prone to wind-induced oscillations. Well known bridge
failures have alerted engineers about the reality of aeroelastic phenomenons. Example of
these failures are the Angers Bridge failure in 1850 and the Tacoma Narrow failure in 1940,
the later one being the trigger of modern aeroelastic study of bridges ; characterizing the
aerodynamic stability of these slender structures is now an important design consideration.
According to [Farquharson, 1947], the ﬁrst modern aerodynamic testing was done in the
design stage of the new Tacoma Narrows. Among the methods used to characterize bridges
behavior under wind load is the sectional test where a reduced scale section of the bridge
deck is mounted on a dynamic force balance in the wind tunnel. It is typically mounted on
a 2 degrees of freedom (DOF) balance representing twist and heave. This sectional test is
used to determine aerodynamic force coeﬃcients (Drag, Lift, and Moment) and the onset
of instabilities.
As the span of new bridges increases, so does their sway ﬂexibility. This brings new inter-
rogations about the eﬀect of sway on the stability and the limitations of 2 DOF systems in
the case of such ﬂexible bridges. A few 3 DOF aerodynamic force balance are described in
the literature [Diana et al., 2004; Jones et al., 1995]. [Jones et al., 1995] used air bearings
to mechanically uncouple each DOF. [Diana et al., 2004] used a set of four horizontal tight
cables to support the model, which allows motion in a single plane. [Singh, 1997] extrac-
ted the 18 ﬂutter derivatives from free motion using a 3 DOF force balance. He concluded
that the quasi-steady approximation of the derivatives related to the sway, used when
extraction for 3 DOF was not possible, was not always conservative and that experimen-
tal extraction should always be conducted. This was also observed by Chen et al. [2000].
Numerical studies were performed in order to asses the role of the sway ﬂutter derivative
in the aeroelastic behavior of bridges. It was observed that P ∗ derivatives (related to sway
self-excited forces) can aﬀect the global damping of ﬂutter mode [Chen et Kareem, 2008;
Falco et al., 1992; Miyata et al., 1994] and, therefore, aﬀect the critical ﬂutter speed of a
bridge.
Based on [Singh et al., 1996], more research is needed to understand bridge motion in
the sway direction. Studies should then be conducted regarding the eﬀect of sway on
stability of bridges and the inﬂuence of the axis of motion should be assessed. To achieve
these goals, a new concept of 3 DOF aerodynamic force balance has been developed. The
development of this new balance was also an opportunity to improve on current technology.
The objective was to develop a balance were all degrees of freedom are independent and
can move freely from one another. Also, magnetic damping was included to provide a
constant damping throughout the amplitude range of motion of the section. Finally, in
order to better represent bridge deck motion trough air, it was decided to develop the
balance so that each degree of freedom moves as in the bridge : along body coordinates.
The balance is motioned from the outside of the tunnel with a set of electric or hydraulic
actuators that can provide desired angle of attack of the section relatively to the wind
ﬂow. This is diﬀerent from typical 2 DOF balance where the change of angle of attack is
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achieved by rotating the model relatively to the balance. However, the direction of motion
of a solid structure in a ﬂow may modify the structure of the ﬂow itself. In the case of
a cylinder describing a motion at an angle with the ﬂow axis, the ﬂow structure in the
wake as well as the onset of instabilities such as vortex induced vibration (VIV) have been
observed to diﬀer from that of a cylinder in cross ﬂow motion [Laneville, 2006].
The ﬁrst part of this article deals with the new concept force balance and the following
parts, with the eﬀects of the sway motion and of the axis of motion.
C.3 Experimental program and facilities
C.3.1 Models
For the purpose of this study, a stay cable bridge deck section with a width of 0.405 m
and a depth of 0.094 m was used. Figure C.1 shows the section outline and deﬁne the
terminology and conventions used.
Figure C.1 Bridge section outline, terminology, and conventions.
C.3.2 Experimental program
All the tests were conducted at the Université de Sherbrooke main wind tunnel. The tunnel
is a return circuit and closed test section type. The 10 m long test section is 1.83 m wide
by 1.83 m high and allows wind velocities ranging from 1.2 to 32 m/s. The models are
installed 7 m downstream of the end of the wind tunnel convergent. Velocity proﬁles of
the empty tunnel at this location were measured uniform within 2.5% with an average
turbulence intensity of 1.6%.
Stability response investigation
To investigate the stability response of the deck section, the rigidity, mass and damping
ratio of the dynamic force balance were adjusted in order to match the dynamic proper-
ties to the ones required for similitude. Once the set-up is completed, the wind speed was
increased by small increments until the onset of ﬂutter. For each increment, after stabili-
zation of both the ﬂow and the model motion, the displacement signal was recorded over
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a 90 second period. This procedure was repeated for 3 angles of attack : 0o, +5o and -5o.
Table C.1 summarizes the dynamic properties of the model.
Tableau C.1 Conﬁguration for stability response investigation.
Sway Heave Twist
f m ξ f m ξ f mmi ξ
(Hz) (kg) (%) (Hz) (kg) (%) (Hz) (kg-m2) (%)
8.20 29.09 0.5 4.66 19.79 0.5 8.41 0.2942 0.5
In order to assess the eﬀect of sway, the horizontal DOF was either set ﬂexible, using
springs, or rigid, using chains. To represent the coupling between the rotation and the sway
generally observed in dynamic modes of cable-stayed bridges, the horizontal frequency was
set as close as practical to the twisting one (see Table C.1).
In order to assess the eﬀect of the axis of motion, the angle of attack of the model was
changed in two diﬀerent ways : the ﬁrst, by the rotation of the entire assembly of the
aerodynamic balance and the model (body coordinates), the second, by the rotation of the
model only (wind coordinates). Two long slots were machined in each end plate of the cable-
stayed bridge’s model in order to change the angle of attack for wind coordinates motion
(see Fig. C.2). The distinction between the two systems is that in body coordinates, the
heave and the sway are moving according to the deck’s local axis while, in wind coordinates,
they are moving according to the wind’s axis (lift and drag). The angle between the two
sets of axis of motion is the angle of attack.
Figure C.2 End plates with long slots for adjustment in wind coordinates.
C.3.3 Instrumentation
The system used to measure wind forces is a 3 DOF dynamic force balance [Prud’homme,
2010]. A rendering of this balance is presented in Figure C.3. This balance allows dynamic
and static testing of sectional models. On each side of the model, the transmission of the
drag, lift, and moment forces is as follow (see Figure C.4) : the model is mounted to a
central shaft using end plates. This shaft transfers the drag and lift forces to the transfer
cross through a ball bearing, shown in blue, that allows the rotation following the twist
DOF. The cross is itself mounted on four air bearings, displayed as gray blocs, that run on
vertical high precision shafts, displayed in yellow. The air bearings transfer the drag force
radially, but move freely in the heave direction. Finally, the vertical shaft are mounted
on air bearings (4) that allow displacement in the sway direction. The uncoupling of the
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two translations (heave and sway) leads to additional moving part involved in the sway
motion (shaft and air bearings), hence, additional mass for this DOF (see Table C.1). The
moving parts for each DOF are attached to the "next DOF" by calibrated coil springs
chosen according to the rigidity required. The lever arm of the coil springs for the twist
DOF is adjustable incrementally for more versatility. The ﬁnal ﬁne tuning of the frequency
ratio is achieved by adjusting the lever arm of the spring for twist. The linearity of the
system is mainly dependent of the coil springs installed. Special consideration is made
while designing the coil springs in order to avoid their overstretching.
The force at every attachment point, 8 for each DOF, is measured using a FUTEK load
cells, model LCM300 with a range of 223 N for the torsion and 445 N for both translations.
From the system’s calibration, the error was measured to be of 1000 N-mm for the moment
and 0.1 N for the translations. The displacements of the sectional model is measured with
6 laser displacement sensors (Sunx, model LM10). These laser displacement sensor have
a precision of 65 μm for an acquisition rate of 100 Hz. The acquisition system used is a
DaqLab2000 from IOtech.
The dry critical damping ratios of the balance for this model is around 0.15% for heave
and sway and 0.25% for twist. For each translation DOF, the damping is then adjusted by
inserting magnets in a static cartridge mounted on the air bearings shafts. These magnets
are close to an aluminium plate that moves with the DOF in question. For the twist, the
magnets are installed in a cartridge mounted on the transfer cross and the aluminium plate
is mounted to the lever arms. The magnetic damping resulting from the Eddy current is
known to be linear. Figure C.5 shows a free decay heave displacement signal after a sudden
release without wind. The decay signal shows that the damping is constant.
Six electric linear actuators, computer assisted, were used to change the angle of attack
by rotating the complete force balance. This system allows a rotation of ±20o.
The mean wind speed was measured simultaneously at three diﬀerent locations using Pitot
tubes and their individual manometer. The ﬁrst was installed a few meters upstream the
model, for reference purpose, and the two others, above and underneath the model leading
edge, midway to the walls (see Figure C.6). The data average of the two leading edge Pitot
tubes is used to calculate the wind speed corrected for the blockage eﬀect due to the local
increase of the wind speed (solid blockage).
C.4 Results and discussion
C.4.1 Eﬀect of the sway
Figure C.7 shows the stability curves for angles of attack of 0o, +5o and -5o in body
coordinates and with the sway DOF either rigid (2 DOF) or ﬂexible (3 DOF). For each
angle of attack, the net diﬀerence between the two DOF conﬁgurations is presented.
The heave VIV, observed in the range of 2 to 4 m/s, occurs at a slightly lower wind speed
when the model has 3 DOF. The sway stability curve shows small amplitude of vibration
while the VIV occurs. The twist stability curve generally shows an increase of the ﬂutter
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Figure C.3 Rendering of the 3 DOF force balance.
amplitude for 3 DOF. This leads to lower ﬂutter speed. It can be observed on the stability
curve that a large sway displacement occurs during ﬂutter whereas heave displacements
remain small.
Figure C.8 and C.9 show the Lissajous curves between all DOF of motion for the case
of −5o at 6.10 and 8.48 m/s respectively, where α is the twist, X is the sway, and Z is
the heave. For each axis, the values presented are normalized by their maximum absolute
amplitude. This allows for better comparison of the twist with the translations. Figure
C.10 and C.11 show one second of displacement time histories of the 3 DOF for −5o at
6.10 and 8.48 m/s respectively.
Lissajous curves are a graphical representation of multiple parameters (2 or 3 in our
case) that are typically part of the same harmonic phenomenon. Each axis represents a
parameter and the values of each parameter for the same instant are displayed as a point
on the graph. This is an eﬃcient graphical way to study the interaction between multiples
parameters, in our case, between multiples DOF during ﬂutter.
The Lissajous curves between twist and sway presented in Figure C.8 and C.9 (higher
right) display elliptic shapes. The more circular shape of the curve at 8.48 m/s compared
to the curve at 6.10 m/s indicates an increase of the phase shift between twist and sway.
This is also observed in Figure C.10 and C.11. In order to evaluate the origin this variation,
the evolution of the drag and lift force coeﬃcients with the instantaneous twist for one
second and for −5o at 6.10 and 8.48 m/s are shown in Figure C.13 and C.14 respectively.
The force coeﬃcients of the bridge deck section are presented in Figure C.12 and are
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Figure C.4 Mechanism of the balance isolated for each DOF. From left to right :
twist, heave, sway.
assumed proportional to the aerodynamic forces for a given wind speed. The use of the
instantaneous twist instead of the instantaneous relative angle of attack is considered a
valid approximation since the heave displacement and, therefore, the heave speed, are very
small. On both Figure C.13 and C.14, it is observed that the variation of the drag coeﬃcient
has a constant phase shift of 180o and the lift coeﬃcient has a constant phase shift of 0o
with respect to the twist. The variation of the phase shift observed from the Lissajous
is therefore not originating from a variation of the quasi steady drag force. As well, the
amplitude of the sway movement is similar for 6.10 and 8.48 m/s (see Fig. C.7) whereas
the quasi steady aerodynamic drag force varies much more at 8.48 m/s than at 6.10 m/s.
If the sway motion was simply a response to the variation of the quasi steady drag force, it
would increase with the wind speed. Hence, the sway movement is not likely to originate
only from variations of quasi steady drag force. An aeroelastic interaction between the
sway, the twist, and the ﬂow is more likely to be the source of this phenomenon.
The Lissajous curves between sway and heave presented in Figure C.8 and C.9 (lower
right) display partially ﬁlled elliptic shapes. The elliptic shape translate an interaction
between the 2 DOFs with a phase shift between 0o and 90o, while the scatter inside the
ellipse comes from the unsteady amplitude of the heave motion, as observed on Figures
C.10 and C.11. It is assumed that the heave motion is unable to achieve a steady state
because of the diﬀerence between its natural frequency and the twisting one.
The Lissajous curves between twist and heave presented in Figure C.8 and C.9 (lower
left) display a thick straight line. The straight line translates a phase shift of 0o between
the two motions. From Figure C.13 and C.14, it is observed that the evolution of the
C.4. RESULTS AND DISCUSSION 199
0 5 10 15 20
Time (s)
−3
−2
−1
0
1
2
3
D
is
p
l.
 (
m
m
)
Heave displ.
Log decay 0.5%
Figure C.5 Logarithmic decay of heaving motion adjusted to 0.5% critical dam-
ping.
lift coeﬃcient is also in phase with the twist. It is likely that the interaction between
heave and twist is mainly a quasi steady response to the dynamic variation of the lift. The
thickness of the straight line seems to originate mainly from the unsteady amplitude of the
aerodynamically forced vibration of the heave DOF at twist frequency. It is also observed
that the synchronization of the heave with the twist improves with the wind speed and,
therefore, with the magnitude of the aerodynamic forces.
C.4.2 Eﬀect of the axis of motion
Figure C.15 shows the stability curves for 3 DOF and for angles of attack of ±5o, either
moving in body or wind coordinates. For each angle of attack, the net diﬀerence between
the body and wind coordinates’ conﬁgurations is presented.
It is observed that VIV amplitude is only slightly aﬀected by the coordinates system.
There are minor eﬀects of the coordinates system on heave and twist amplitude during
ﬂutter for the case of +5o. A signiﬁcant variation of the amplitude of displacement during
ﬂutter is observed for the 3 DOF in the case of −5o. When the model moves along its
body coordinates, the heave displacement decreases slightly while the sway displacement
increases by approximately the same quantity compared to the case in wind coordinates.
The amplitude of twist also decreases, which represents an increase of the ﬂutter speed.
This observation supports the hypothesis that the axis of motion is of greater importance
for coupled 3 DOF motion. It is understood here that the variation of angle of attack is
small and that, for example, a heave displacement of 1 mm at 5o represents a displacement
of 0.087 mm along the wind (Drag) axis and of 0.996 mm along the vertical (Lift) axis.
This explains why the eﬀect of coordinate systems is small in this case.
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(a) Picture from inside the tunnel
(b) Side view sketch
Figure C.6 Positioning of the 3 Pitot tubes.
C.5 Conclusions and recommendation
The aerodynamic stability of a scaled cable-stay bridge deck section has been investigated
using an improved 3 DOF dynamic force balance. The design of the balance provides
three completely uncoupled degrees of freedom and the addition of linear damping. These
speciﬁcations allowed evaluating the eﬀects of the sway and of the axis of motion on the
stability of the bridge deck section. The main conclusions are :
- aeroelastic interaction between the sway and twist was observed for some angles of
attack ;
- the sway aﬀects the ﬂutter speed for some angles of attack, but has minor eﬀects on
the heave VIV ;
- the phase shift between coupled sway-twist ﬂutter motion varies with wind speed ;
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Figure C.7 Eﬀect of the sway on the stability of a bridge section - Stability
curves.
- the axis of motion has insigniﬁcant eﬀect on the heave VIV, but can aﬀect the heave,
sway, and twist ﬂutter amplitudes.
Even-though aeroelastic interaction was observed in the case of the sway DOF, it was not
possible to comment on the validity of the quasi steady approach used to evaluate the
ﬂutter derivatives related to the sway. 3 DOF extraction of the ﬂutter derivatives would
be required for this purpose. The eﬀect of the sway and of the axis of motion should
be studied for various sections, since their eﬀect is assumed to be highly dependent of
the aeroelastic interaction between the section and the ﬂow. Results are expected to vary
according to the shape of the section.
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Figure C.8 Lissajous curves for −5o at 6.10 m/s - interraction between each
DOFs.
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Figure C.9 Lissajous curves for −5o at 8.48 m/s - interraction between each
DOFs.
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Figure C.10 1 second dynamic displacement time histories of the 3 DOFs for
−5o at 6.10 m/s.
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Figure C.11 1 second dynamic displacement time histories of the 3 DOFs for
−5o at 8.48 m/s.
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Figure C.12 Force coeﬃcients of the deck section.
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Figure C.13 Variation of drag and lift coeﬃcients with the instantaneous angle
of attack for −5o at 6.10 m/s.
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Figure C.14 Variation of drag and lift coeﬃcients with the instantaneous angle
of attack for −5o at 8.48 m/s.
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Figure C.15 Eﬀect of the coordinates system on the stability of a bridge section
- Stability curves.
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Abstract
This paper presents the development of a stable and eﬃcient algorithm for the identiﬁ-
cation of ﬂutter derivatives for forced-vibration tests in wind tunnel. This algorithm is
based on the method of linear least squares (LLS). The LLS identiﬁcation approach is
validated and compared to a fast Fourier transform (FFT) approach using numerically-
simulated noisy signals obtained from simulated forced-vibration tests on systems with
known parameters. An experimental noise measured in wind tunnel and a numerical noise
are considered for the simulated signals of the validation process. The procedure of va-
lidation shows that the LLS method is globally more accurate than the FFT one. It is
noted that the most important ﬂutter derivatives are precisely identiﬁed through the LLS
approach. Furthermore, it is observed that the noise has low impacts on the identiﬁcation
of ﬂutter derivatives for the LLS method.
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D.2 Introduction
In the design process of ﬂexible bridges such as cable-stayed or suspension bridges, it is of
paramount importance to study accurately ﬂutter, a self-excited aerodynamic instability
that can lead to collapse of bridges. In order to perform bridge-deck ﬂutter analysis, the
self-excited forces, which are the loads caused by the interaction between the deck motion
and the air ﬂow, has to be determined. Typically, these forces are predicted mathematically
using the theory of ﬂutter derivatives developed by Scanlan et Tomko [1971]. According
to Scanlan’s formulation, the self-excited forces are linear combinations of bridge-deck
displacements and speeds, which means accelerations are neglected. This formulation of
self-excited forces are hybrid between the time and frequency domain. Indeed, the forces
are expressed in the time domain while the ﬂutter derivatives are functions of the motion
frequency. Generally, two degrees of freedom are considered, i.e. vertical and torsional
displacements. Nevertheless, the horizontal displacement can be considered as a third
degree of freedom [Singh et al., 1996].
Flutter derivatives of bridge decks has to be identiﬁed through sectional wind-tunnel tests.
Usually, the free-vibration method is used due to simple experimental setup. To identify
the ﬂutter derivatives, a bridge-deck sectional model allowed to vibrate along two or three
degrees of freedom is released from an initial position. During testing, time histories of the
exponentially-decaying oscillatory motion are recorded in order to determine the system
matrices. Two phases of testing has to be done for the identiﬁcation of ﬂutter derivatives,
i.e. tests with wind and tests without wind [Bartoli et al., 2009; Ibrahim et Mikulcik, 1977;
Iwamoto et Fujino, 1995; Scanlan et Tomko, 1971]. This method requires complicated
identiﬁcation algorithm because the problem to solve is ill-conditioned.
Also, ﬂutter derivatives can be determined through forced-vibration tests [Diana et al.,
2004; Li, 1995; Matsumoto, 1996; Neuhaus et al., 2009]. As for free-vibration tests, two
phases of testing has to be performed, one with wind and one without wind. Usually, for
each phase, the sectional model oscillates sinusoidally along one degree of freedom at a
time. During the model oscillation, the forces and displacements are recorded. From time
histories of forces and displacements with and without wind, the ﬂutter derivatives can
be identiﬁed. Comparatively to the free-vibration method, the forced-vibration method
allows to test easily diﬀerent amplitudes and frequencies of bridge-deck model oscillation,
which means that parametric studies for amplitudes and frequencies can be easily perfor-
med. Unfortunately, the identiﬁcation of ﬂutter derivatives could be inﬂuenced by noise
measured during the experiments. As a result, less accurate ﬂutter analysis or parametric
studies are performed. Thus, a stable identiﬁcation method for forced-vibration tests that
is insensitive to noise is needed to perform valid analysis.
This paper concentrates on the development of a stable algorithm using linear least squares
for the identiﬁcation of ﬂutter derivatives for forced-vibration tests. First, existing iden-
tiﬁcation methods are brieﬂy presented. Then, the derivation of the linear least-squares
approach for forced-vibration tests (LLS) is presented. Afterwards, the LLS approach is
validated and compared to a fast Fourier transform approach (FFT) using numerically-
simulated noisy force signals obtained from systems with known ﬂutter derivatives and
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structural characteristics. An experimental noise and a numerical noise are used for the
simulated signals. Moreover, the accuracy of LLS over FFT is discussed.
D.3 Overview of Forced-Vibration Identiﬁcation Me-
thods
Li [1995] presents a method using the fast Fourier transform (FFT) in order to extract
ﬂutter derivatives from force signals. At ﬁrst, the FFT is used to determine amplitudes of
sine and cosine components of force signals for tests with and without wind. Then, from
these amplitudes, the ﬂutter derivatives can be computed by subtracting the amplitudes
without wind from the amplitudes with wind.
A similar identiﬁcation method to the one used by Li [1995] was used by Neuhaus et al.
[2009]. Instead of ﬁnding the amplitudes of sine and cosine components of forces signals,
the amplitudes of force signals and the phase shift between the force signals and the
imposed displacements are determined. First, the amplitude and vibration frequency is
obtained using nonlinear least squares with a pure sinusoidal approach. The phase shift is
obtained through the estimated cross spectrum by P.D. Welch. With known amplitudes
of forces and phase shifts, the ﬂutter derivatives can be computed.
D.4 Mathematical Model of Mechanical System
In the case of a three-degrees-of-freedom mechanical system allowed to vibrate horizontally,
vertically and torsionally (Fig. D.1), the self-excited forces implied in bridge-deck ﬂutter
are expressed as follows [Matsumoto, 1996; Singh et al., 1996] :
U h p
Dse
Lse
Mse
b b
B

Figure D.1 Reference system for displacements and self-excited forces.
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Dse(t) =
1
2
ρU2(2b)
(
kP ∗1
p˙
U
+ kP ∗2
bα˙
U
+ k2P ∗3α
+k2P ∗4
p
b
+ kP ∗5
h˙
U
+ k2P ∗6
h
b
) (D.1)
Lse(t) =
1
2
ρU2(2b)
(
kH∗1
h˙
U
+ kH∗2
bα˙
U
+ k2H∗3α
+k2H∗4
h
b
+ kH∗5
p˙
U
+ k2H∗6
p
b
) (D.2)
Mse(t) =
1
2
ρU2(2b2)
(
kA∗1
h˙
U
+ kA∗2
bα˙
U
+ k2A∗3α
+k2A∗4
h
b
+ kA∗5
p˙
U
+ k2A∗6
p
b
) (D.3)
where p = p(t), h = h(t) and α = α(t) are respectively the horizontal, vertical and
torsional displacements ; t is the time ; overdot denotes derivative with respect to time ;
k = ωb/U is the reduced frequency ; ω is the angular frequency of oscillation ; b is the half
of bridge-deck width B ; U is the undisturbed-ﬂow speed ; ρ is the air density ; P ∗i , H
∗
i and
A∗i (i = 1, ..., 6) are the ﬂutter derivatives, which are functions of the reduced wind speed
UR = U/fB ; f is the frequency of oscillation ; Dse(t), Lse(t) and Mse(t) are respectively
the self-excited drag force, lift force and torsional moment per unit span length.
Eq. D.4 presents the mechanical model considered for the phase of forced-vibration tests
without wind.
M0u¨(t) +C0u˙(t) +K0u(t) = F0(t) (D.4)
with :
M0 =
⎡
⎣m0pp m0ph m0pαm0hp m0hh m0hα
m0αp m0αh m0αα
⎤
⎦
C0 =
⎡
⎣c0pp c0ph c0pαc0hp c0hh c0hα
c0αp c0αh c0αα
⎤
⎦
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K0 =
⎡
⎣k0pp k0ph k0pαk0hp k0hh k0hα
k0αp k0αh k0αα
⎤
⎦
u(t) =
⎡
⎣p(t)h(t)
α(t)
⎤
⎦F0(t) =
⎡
⎣f0p(t)f0h(t)
f0α(t)
⎤
⎦
where M0, C0 and K0 are respectively the mass, damping and stiﬀness matrices without
wind (3×3) ; m0ij , c0ij and k0ij are respectively the mass, damping and stiﬀness coeﬃcients
without wind for the degree of freedom j which causes a force along the degree of freedom
i ; u(t) is the displacement vector ; F0(t) is the external force vector applied to the model
without wind ; f0i(t) is the force coeﬃcient without wind along the degree of freedom i.
For the phase of forced-vibration tests with wind at a ﬂow speed U , the mechanical model
used is presented at Eq. D.5. Comparatively to Eq. D.4, this model takes account of static
aerodynamic forces that are caused by the air ﬂow.
Mu¨(t) +Cu˙(t) +Ku(t) + Fs = F(t) (D.5)
M =
⎡
⎣mpp mph mpαmhp mhh mhα
mαp mαh mαα
⎤
⎦
C =
⎡
⎣cpp cph cpαchp chh chα
cαp cαh cαα
⎤
⎦
K =
⎡
⎣kpp kph kpαkhp khh khα
kαp kαh kαα
⎤
⎦
u(t) =
⎡
⎣p(t)h(t)
α(t)
⎤
⎦Fs =
⎡
⎣fspfsh
fsα
⎤
⎦F(t) =
⎡
⎣fp(t)fh(t)
fα(t)
⎤
⎦
where M, C and K are respectively the total mass, damping and stiﬀness matrices at
a ﬂow speed U including structural and aerodynamic contributions (3 × 3) ; mij , cij and
kij are respectively the mass, damping and stiﬀness coeﬃcients at a ﬂow speed U for the
degree of freedom j which causes a force along the degree of freedom i ; Fs is the static
aerodynamic force vector at a ﬂow speed U ; fsi is the static aerodynamic force coeﬃcient
along the degree of freedom i at a ﬂow speed U ; F(t) is the external force vector applied
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to the model at a ﬂow speed U including structural and aerodynamic contributions ; fi(t)
is the force coeﬃcient along the degree of freedom i at a ﬂow speed U .
D.5 Linear Least-Squares Approach
Due to three series of testing, one for each degree of freedom, i.e. horizontal, vertical and
torsional displacements, the algorithm of the LLS approach is divided in three distinctive
parts, one for each degree of freedom.
D.5.1 Horizontal Oscillation
In the case of the horizontal sinusoidal oscillation, the displacements, speeds and accele-
rations as functions of time are expressed as :
p(t) = Ap sin(ωpt) h(t) = 0 α(t) = 0
p˙(t) = Apωp cos(ωpt) h˙(t) = 0 α˙(t) = 0
p¨(t) = −Apω2p sin(ωpt) h¨(t) = 0 α¨(t) = 0
(D.6)
where Ap is the amplitude for horizontal oscillation ; ωp is the angular frequency for ho-
rizontal oscillation. In order to make accurate identiﬁcation of ﬂutter derivatives, Ap and
ωp used for the determination of ﬂutter derivatives can be obtained from recorded displa-
cement signals.
For the phase of testing without wind, Eq. D.4 can be simpliﬁed using Eq. D.6 :
Apωp cos(ωpt)
⎡
⎣c0ppc0hp
c0αp
⎤
⎦
+ Ap sin(ωpt)
⎡
⎣k0pp −m0ppω2pk0hp −m0hpω2p
k0αp −m0αpω2p
⎤
⎦ =
⎡
⎣f0p(t)f0h(t)
f0α(t)
⎤
⎦
(D.7)
For n data samples from time t0 to time tn, it is possible to write Eq. D.7 in matrix form :
X0pβ0p = y0p (D.8)
X0p =
⎡
⎢⎣
Apωp cos(ωpt0) Ap sin(ωpt0)
...
...
Apωp cos(ωptn) Ap sin(ωptn)
⎤
⎥⎦
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β0p =
[
c0pp c0hp c0αp
k0pp −m0ppω2p k0hp −m0hpω2p k0αp −m0αpω2p
]
y0p =
⎡
⎢⎣
f0p(t0) f0h(t0) f0α(t0)
...
...
...
f0p(tn) f0h(tn) f0α(tn)
⎤
⎥⎦
where X0p contains the horizontal speed and displacement signals without wind ; β0p
contains the unknowns of the system without wind for horizontal oscillation ; y0p contains
the force signals without wind due to horizontal oscillation.
β0p can not be determined because the linear system of equations presented is overdeter-
mined. Nevertheless, it is possible to solve Eq. D.8 using the method of linear least squares
in order to ﬁnd the estimator βˆ0p of β0p. Furthermore, a solution for βˆ0p exists because
the columns of X0p are linearly independent. βˆ0p is evaluated as follows :
(
X0p
TX0p
)
βˆ0p = X0p
Ty0p
βˆ0p =
(
X0p
TX0p
)−1 (
X0p
Ty0p
) (D.9)
For the phase of testing with wind at a ﬂow speed U , Eq. D.5 is simpliﬁed using Eq. D.6 :
Apωp cos(ωpt)
⎡
⎣cppchp
cαp
⎤
⎦
+ Ap sin(ωpt)
⎡
⎣kpp −mppω2pkhp −mhpω2p
kαp −mαpω2p
⎤
⎦+
⎡
⎣fspfsh
fsα
⎤
⎦ =
⎡
⎣fp(t)fh(t)
fα(t)
⎤
⎦
(D.10)
For n data samples from time t0 to time tn, Eq. D.10 in matrix form gives :
Xpβp = yp (D.11)
Xp =
⎡
⎢⎣
Apωp cos(ωpt0) Ap sin(ωpt0) 1
...
...
...
Apωp cos(ωptn) Ap sin(ωptn) 1
⎤
⎥⎦
βp =
⎡
⎣ cpp chp cαpkpp −mppω2p khp −mhpω2p kαp −mαpω2p
fsp fsh fsα
⎤
⎦
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yp =
⎡
⎢⎣
fp(t0) fh(t0) fα(t0)
...
...
...
fp(tn) fh(tn) fα(tn)
⎤
⎥⎦
where Xp contains the horizontal speed and displacement signals at a ﬂow speed U ; βp
contains the unknowns of the system at a ﬂow speed U for horizontal oscillation ; yp
contains the force signals at a ﬂow speed U caused by horizontal oscillation.
Using the method of linear least squares, the approximate solution βˆp for Eq. D.11 is :
(
Xp
TXp
)
βˆp = Xp
Typ
βˆp =
(
Xp
TXp
)−1 (
Xp
Typ
) (D.12)
Assuming mpp ≈ m0pp,mhp ≈ m0hp andmαp ≈ m0αp because self-excited inertial forces due
to wind are small, the aerodynamic damping and stiﬀness coeﬃcients related to horizontal
displacement can be determined by subtracting βˆ0p from βˆp. Thus, the ﬂutter derivatives
relative to horizontal displacement are calculated as follows :
P ∗1 =
2
ρ(2b2)Lωp
(
βˆp11 − βˆ0p11
)
(D.13)
P ∗4 =
2
ρ(2b2)Lω2p
(
βˆp21 − βˆ0p21
)
(D.14)
H∗5 =
2
ρ(2b2)Lωp
(
βˆp12 − βˆ0p12
)
(D.15)
H∗6 =
2
ρ(2b2)Lω2p
(
βˆp22 − βˆ0p22
)
(D.16)
A∗5 =
2
ρ(2b3)Lωp
(
βˆp13 − βˆ0p13
)
(D.17)
A∗6 =
2
ρ(2b3)Lω2p
(
βˆp23 − βˆ0p23
)
(D.18)
where L is the length of bridge-deck model ; βˆ0pij and βˆpij are respectively the coeﬃcient
on ith row and jth column of βˆ0p and βˆp.
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D.5.2 Vertical Oscillation
For vertical sinusoidal oscillation, the displacements, speeds and accelerations as a function
of time are expressed as :
p(t) = 0 h(t) = Ah sin(ωht) α(t) = 0
p˙(t) = 0 h˙(t) = Ahωh cos(ωht) α˙(t) = 0
p¨(t) = 0 h¨(t) = −Ahω2h sin(ωht) α¨(t) = 0
(D.19)
where Ah is the amplitude for vertical oscillation ; ωh is the angular frequency for ver-
tical oscillation. For an accurate identiﬁcation of ﬂutter derivatives, Ah and ωh can be
determined from recorded displacement signals.
For the phase of testing without wind, Eq. D.4 is simpliﬁed using Eq. D.19 :
Ahωh cos(ωht)
⎡
⎣c0phc0hh
c0αh
⎤
⎦
+ Ah sin(ωht)
⎡
⎣k0ph −m0phω2hk0hh −m0hhω2h
k0αh −m0αhω2h
⎤
⎦ =
⎡
⎣f0p(t)f0h(t)
f0α(t)
⎤
⎦
(D.20)
For n data samples from t0 to tn, Eq. D.20 in matrix form becomes :
X0hβ0h = y0h (D.21)
X0h =
⎡
⎢⎣
Ahωh cos(ωht0) Ah sin(ωht0)
...
...
Ahωh cos(ωhtn) Ah sin(ωhtn)
⎤
⎥⎦
β0h =
[
c0ph c0hh c0αh
k0ph −m0phω2h k0hh −m0hhω2h k0αh −m0αhω2h
]
y0h =
⎡
⎢⎣
f0p(t0) f0h(t0) f0α(t0)
...
...
...
f0p(tn) f0h(tn) f0α(tn)
⎤
⎥⎦
whereX0h contains the vertical speed and displacement signals without wind ; β0h contains
the unknowns of the system without wind for vertical oscillation ; y0h contains the force
signals without wind for vertical oscillation.
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Using the method of linear least squares, Eq. D.21 is solved to ﬁnd an approximate solution
βˆ0h :
(
X0h
TX0h
)
βˆ0h = X0h
Ty0h
βˆ0h =
(
X0h
TX0h
)−1 (
X0h
Ty0h
) (D.22)
For the phase of testing with wind at a ﬂow speed U , Eq. D.5 can be simpliﬁed using
Eq. D.19 :
Ahωh cos(ωht)
⎡
⎣cphchh
cαh
⎤
⎦
+ Ah sin(ωht)
⎡
⎣kph −mphω2hkhh −mhhω2h
kαh −mαhω2h
⎤
⎦+
⎡
⎣fspfsh
fsα
⎤
⎦ =
⎡
⎣fp(t)fh(t)
fα(t)
⎤
⎦
(D.23)
Eq. D.23 for n data samples from t0 to tn in matrix form is :
Xhβh = yh (D.24)
Xh =
⎡
⎢⎣
Ahωh cos(ωht0) Ah sin(ωht0) 1
...
...
...
Ahωh cos(ωhtn) Ah sin(ωhtn) 1
⎤
⎥⎦
βh =
⎡
⎣ cph chh cαhkph −mphω2h khh −mhhω2h kαh −mαhω2h
fsp fsh fsα
⎤
⎦
yp =
⎡
⎢⎣
fp(t0) fh(t0) fα(t0)
...
...
...
fp(tn) fh(tn) fα(tn)
⎤
⎥⎦
where Xh contains the vertical speed and displacement signals at a ﬂow speed U ; βh
contains the unknowns of the system at a ﬂow speed U for vertical oscillation ; yh contains
the force signals at a ﬂow speed U due to vertical oscillation.
The approximate solution βˆh for Eq. D.24 is evaluated using the method of linear least
squares :
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(
Xh
TXh
)
βˆh = Xh
Tyh
βˆh =
(
Xh
TXh
)−1 (
Xh
Tyh
) (D.25)
Since mph ≈ m0ph, mhh ≈ m0hh and mαh ≈ m0αh, the ﬂutter derivatives relative to vertical
displacement are evaluated as follows :
P ∗5 =
2
ρ(2b2)Lωh
(
βˆh11 − βˆ0h11
)
(D.26)
P ∗6 =
2
ρ(2b2)Lω2h
(
βˆh21 − βˆ0h21
)
(D.27)
H∗1 =
2
ρ(2b2)Lωh
(
βˆh12 − βˆ0h12
)
(D.28)
H∗4 =
2
ρ(2b2)Lω2h
(
βˆh22 − βˆ0h22
)
(D.29)
A∗1 =
2
ρ(2b3)Lωh
(
βˆh13 − βˆ0h13
)
(D.30)
A∗4 =
2
ρ(2b3)Lω2h
(
βˆh23 − βˆ0h23
)
(D.31)
where βˆ0hij and βˆhij are respectively the coeﬃcient on ith row and jth column of βˆ0h and
βˆh.
D.5.3 Torsional Oscillation
The displacements, speeds and accelerations as a function of time for torsional sinusoidal
oscillation are :
p(t) = 0 h(t) = 0 α(t) = Aα sin(ωαt)
p˙(t) = 0 h˙(t) = 0 α˙(t) = Aαωα cos(ωαt)
p¨(t) = 0 h¨(t) = 0 α¨(t) = −Aαω2α sin(ωαt)
(D.32)
where Aα is the amplitude for torsional oscillation ; ωα is the angular frequency for torsional
oscillation. Aα and ωα can be evaluated from recorded displacement signals for an accurate
identiﬁcation of ﬂutter derivatives.
For the phase of testing without wind, Eq. D.4 can be simpliﬁed with Eq. D.32 :
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Aαωα cos(ωαt)
⎡
⎣c0pαc0hα
c0αα
⎤
⎦
+ Aα sin(ωαt)
⎡
⎣k0pα −m0pαω2αk0hα −m0hαω2α
k0αα −m0ααω2α
⎤
⎦ =
⎡
⎣f0p(t)f0h(t)
f0α(t)
⎤
⎦
(D.33)
For n data samples from t0 to tn, Eq. D.33 in matrix form is :
X0αβ0α = y0α (D.34)
X0α =
⎡
⎢⎣
Aαωα cos(ωαt0) Aα sin(ωαt0)
...
...
Aαωα cos(ωαtn) Aα sin(ωαtn)
⎤
⎥⎦
β0α =
[
c0pα c0hα c0αα
k0pα −m0pαω2α k0hα −m0hαω2α k0αα −m0ααω2α
]
y0α =
⎡
⎢⎣
f0p(t0) f0h(t0) f0α(t0)
...
...
...
f0p(tn) f0h(tn) f0α(tn)
⎤
⎥⎦
where X0α contains the torsional speed and displacement signals without wind ; β0α
contains the unknowns of the system without wind for torsional oscillation ; y0α contains
the force signals without wind for torsional oscillation.
Using the method of linear least squares, an approximate solution βˆ0α is found for
Eq. D.34 :
(
X0α
TX0α
)
βˆ0α = X0α
Ty0α
βˆ0α =
(
X0α
TX0α
)−1 (
X0α
Ty0α
) (D.35)
For the phase of testing with wind at a ﬂow speed U , Eq. D.5 is simpliﬁed using Eq. D.32 :
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Aαωα cos(ωαt)
⎡
⎣cpαchα
cαα
⎤
⎦
+ Aα sin(ωαt)
⎡
⎣kpα −mpαω2αkhα −mhαω2α
kαα −mααω2α
⎤
⎦+
⎡
⎣fspfsh
fsα
⎤
⎦ =
⎡
⎣fp(t)fh(t)
fα(t)
⎤
⎦
(D.36)
For n data samples from time t0 to time tn, Eq. D.36 in matrix form is :
Xαβα = yα (D.37)
Xα =
⎡
⎢⎣
Aαωα cos(ωαt0) Aα sin(ωαt0) 1
...
...
...
Aαωα cos(ωαtn) Aα sin(ωαtn) 1
⎤
⎥⎦
βα =
⎡
⎣ cpα chα cααkpα −mpαω2α khα −mhαω2α kαα −mααω2α
fsp fsh fsα
⎤
⎦
yα =
⎡
⎢⎣
fp(t0) fh(t0) fα(t0)
...
...
...
fp(tn) fh(tn) fα(tn)
⎤
⎥⎦
where Xα contains the torsional speed and displacement signals at a ﬂow speed U ; βα
contains the unknowns of the system at a ﬂow speed U for torsional oscillation ; yα contains
the force signals at a ﬂow speed U for torsional oscillation.
The approximate solution βˆα for Eq. D.37 is obtained through the method of linear least
squares :
(
Xα
TXα
)
βˆα = Xα
Tyα
βˆα =
(
Xα
TXα
)−1 (
Xα
Tyα
) (D.38)
Since mpα ≈ m0pα, mhα ≈ m0hα and mαα ≈ m0αα, the ﬂutter derivatives relative to
torsional displacement are calculated as follows :
P ∗2 =
2
ρ(2b3)Lωα
(
βˆα11 − βˆ0α11
)
(D.39)
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P ∗3 =
2
ρ(2b3)Lω2α
(
βˆα21 − βˆ0α21
)
(D.40)
H∗2 =
2
ρ(2b3)Lωα
(
βˆα12 − βˆ0α12
)
(D.41)
H∗3 =
2
ρ(2b3)Lω2α
(
βˆα22 − βˆ0α22
)
(D.42)
A∗2 =
2
ρ(2b4)Lωα
(
βˆα13 − βˆ0α13
)
(D.43)
A∗3 =
2
ρ(2b4)Lω2α
(
βˆα23 − βˆ0α23
)
(D.44)
where βˆ0αij and βˆαij are respectively the coeﬃcient on ith row and jth column of βˆ0α and
βˆα.
D.6 Validation of the Method
The validation of the LLS approach is done by simulating forced-vibration tests for a
bridge-deck model with known parameters in order to obtain numerically-simulated force
signals, to which noise is superimposed. From these signals, a comparison is made between
the known ﬂutter derivatives and the identiﬁed ones.
The considered system for the simulations has a diagonal mass matrix withmpp = 28.285 kg,
mhh = 21.07 kg and mαα = 0.146 kgm2. Structural damping and stiﬀness are neglected.
The dimensions of the bridge deck model are B = 0.306 m and L = 1.795 m. The air
density and the ﬂow speed are respectively 1.143 kg/m3 and 11.878 m/s. The considered
oscillation frequency for each degree of freedom is 2 Hz. The horizontal, vertical and tor-
sional amplitudes are respectively 0.006 m, 0.008 m and 2◦. The ﬂutter derivatives used
are presented in the second column of Table D.1.
The procedure to simulate forced-vibration tests starts by generating force signals using
Eq. D.4 for the phase of testing without wind and using Eq. D.5 for the phase of testing
with wind. These obtained signals are clean, i.e. without noise. Then, noise is added to the
clean signals. This procedure is followed for horizontal, vertical and torsional oscillations.
In the validation process, an experimental noise measured in wind tunnel and a numerical
white Gaussian noise with a standard deviation equals to 10% of the amplitude of clean
signals are considered. Frequency signature of experimental and numerical noises for the
vertical degree of freedom is presented in Figure D.2. It is worth noting that the chosen
noise-to-signal ratio for the white Gaussian noise is greater than the one usually observed
for forced-vibration tests. In order to perform a statistical analysis, ten simulations are
performed for each type of noise.
D.6. VALIDATION OF THE METHOD 221
0 20 40 60 80 100
Frequency (Hz)
10−4
10−3
10−2
10−1
A
m
p
li
tu
d
e
(N
)
(a) Experimental noise.
0 20 40 60 80 100
Frequency (Hz)
10−3
10−2
10−1
A
m
p
li
tu
d
e
(N
)
(b) Numerical noise.
Figure D.2 Frequency signature of noises.
The extraction results from simulated forced-vibration tests obtained using the LLS ap-
proach and the FFT approach, as presented by [Li, 1995], are compared in Table D.1 in
terms of the average of the absolute values of errors relative to the ﬂutter derivatives for
the ten simulations. From the results for simulations based on experimental noise, it is
possible to notice that globally the errors for the LLS method is smaller than the FFT one.
The analysis of results for the simulations based on numerical noise reveals that the errors
for high value ﬂutter derivatives are generally smaller for the LLS approach than the FFT
one. Also, the errors are similar for low-value ﬂutter derivatives for the two approaches.
Thus, according to Table D.1, it is possible to say that the LLS approach is more accurate
than the FFT one. The accuracy of LLS approach can be observed on Fig. D.3, which
presents the initial generated force signals, the initial with added noise force signals for one
of the ten simulations based on numerical noise in wind conditions and a signal computed
using the ﬂutter derivatives obtained with the LLS approach. Fig. D.3 shows clearly that
the signal computed using the ﬂutter derivatives obtained with the LLS approach and
the initial generated signals are close to one another. This means that the LLS approach
identiﬁes accurately the most important ﬂutter derivatives in the response of the system.
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Furthermore, from this analysis, is it possible to say that the noise has low impacts on the
identiﬁcation of ﬂutter derivatives in the case of the LLS method.
Tableau D.1 Comparaison of FFT and LLS approaches for noisy force signals.
Exact Error (%)
Experimental noise Numerical noise
FFT LLS FFT LLS
Horizontal oscillation
P ∗1 -1.863 4.75 3.36 128.40 127.52
P ∗4 1.649 3.66 3.11 78.87 77.92
H∗5 8.506 33.90 2.99 3.99 0.30
H∗6 10.839 26.38 1.71 2.66 0.28
A∗5 -0.639 135.88 4.47 7.96 0.57
A∗6 1.622 38.73 2.20 1.20 0.14
Vertical oscillation
P ∗5 -3.361 23.75 1.39 2.51 0.17
P ∗6 2.710 27.36 1.88 3.84 0.18
H∗1 -31.265 0.56 0.54 3.81 3.87
H∗4 -1.970 48.27 11.66 81.23 74.34
A∗1 -12.976 4.00 0.18 1.00 0.20
A∗4 3.356 14.29 0.42 12.41 0.80
Torsional oscillation
P ∗2 2.463 44.62 2.74 4.64 0.30
P ∗3 3.635 29.33 2.25 2.26 0.21
H∗2 15.388 16.06 1.50 8.76 0.79
H∗3 43.906 7.47 0.83 1.15 0.18
A∗2 -0.566 84.96 9.04 101.75 62.46
A∗3 15.845 0.23 0.25 1.37 1.43
D.7 Conclusions
After a short presentation of existing identiﬁcation methods of ﬂutter derivatives for forced
vibration tests, a linear least-squares (LLS) approach for extracting the ﬂutter derivatives
is presented. The LLS approach is compared to a fast Fourrier transform (FFT) approach
using simulated signals with experimental noise and simulated signals with numerical
noise. It is concluded that the LLS method is more accurate in the identiﬁcation of ﬂutter
derivatives than the FFT one, especially under realistic experimental conditions (experi-
mental noise). Indeed, the most important ﬂutter derivatives are precisely identiﬁed from
the response of the system. Also, for the LLS approach, it is observed that the noise has low
eﬀects on the identiﬁcation of ﬂutter derivatives. From these conclusions, it might be in-
teresting in future research projects to perform ﬂutter analysis or parametric studies using
the ﬂutter derivatives obtained from the LLS approach on experimental forced-vibration
signals recorded in wind tunnel.
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Figure D.3 Simulation of noisy signals.
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Nomenclature
Ai Amplitude of oscillation for degree of freedom i (m, rad)
A∗i Flutter derivatives corresponding to torsional moment
B Bridge-deck width (m)
Dse(t) Self-excited drag force per unit span length (N/m)
H∗i Flutter derivatives corresponding to lift
L Length of bridge-deck model (m)
Lse(t) Self-excited lift force per unit span length (N/m)
Mse(t) Self-excited torsional moment per unit span length (Nm/m)
P ∗i Flutter derivatives corresponding to drag
U Undisturbed-ﬂow speed (m/s)
UR Reduced wind speed
C0 Damping matrix without wind
C Total damping matrix at a ﬂow speed U
F0(t) External force vector without wind
Fs Static aerodynamic force vector at a ﬂow speed U
F(t) External force vector at a ﬂow speed U
K0 Stiﬀness matrix without wind
K Total stiﬀness matrix at a ﬂow speed U
M0 Mass matrix without wind
M Total mass matrix at a ﬂow speed U
X0i Coeﬃcient matrix for the method of linear least squares (without wind)
Xi Coeﬃcient matrix for the method of linear least squares (at a ﬂow speed U)
u(t) Displacement vector
y0i Constant matrix for the method of linear least squares (without wind)
yi Constant matrix for the method of linear least squares (at a ﬂow speed U)
b Half of bridge-deck width (m)
c0ij Damping coeﬃcient of matrix C0 (Ns/m, Ns, Nms)
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cij Damping coeﬃcient of matrix C (Ns/m, Ns, Nms)
f Frequency of oscillation (Hz)
f0i(t) Force coeﬃcient of vector F0(t) (N, Nm)
fi(t) Force coeﬃcient of vector F(t) (N, Nm)
fsi(t) Force coeﬃcient of vector Fs (N, Nm)
h, h(t) Vertical displacement (m)
k Reduced frequency
k0ij Stiﬀness coeﬃcient of matrix K0 (N/m, N, Nm)
kij Stiﬀness coeﬃcient of matrix K (N/m, N, Nm)
m0ij Mass coeﬃcient of matrix M0 (kg, kgm, kgm2)
mij Mass coeﬃcient of M (kg, kgm, kgm2)
p, p(t) Horizontal displacement (m)
t Time (s)
α, α(t) Torsional displacement (rad)
β0i Unknown matrix for the method of linear least squares (without wind)
βi Unknown matrix for the method of linear least squares (at a ﬂow speed U)
βˆ0i Approximation of β0i
βˆi Approximation of βi
βˆ0ijk Coeﬃcient on jth row and kth column of βˆ0i
βˆijk Coeﬃcient on jth row and kth column of βˆi
ω Angular frequency of oscillation (rad/s)
ωi Angular frequency of oscillation for degree of freedom i (rad/s)
ρ Air density (kg/m3)
ANNEXE E
Schéma d’intégration transitoire non linéaire
Le Tableau E.1 présente un schéma de l’algorithme de Newmark avec itération de Newton
utilisé pour l’intégration transitoire non linéaire du ﬂottement d’une section à 3 DDL.
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Tableau E.1 Algorithme d’intégration non linéaire utilisé (Newmark)
Initialisation des variables
1. Conditions initiales : données u0, u˙0 et p0 ; calcul de u¨0 = M
−1
s (p0 −Csu˙0 −Ksu0)
2. Choix de la méthode d’accélération moyenne : γ = 1/2 et β = 1/4
3. Choix du pas d’intégration Δt (0.001 s)
4. Détermination des variables aérodynamiques : U et ρ
5. Assemblage des matrices aérodynamiques paramétriques :
Mae_0(u¨0, U, ρ),Cae_0(u˙0, U, ρ) et Kae_0(u˙0, U, ρ)
Calculs préliminaires
a0 =
1
βΔt2
; a1 =
γ
βΔt
; a2 = 1βΔt
a3 =
1
2β
; a4 =
γ
β
; a5 =
(
γ
2β
− 1
)
Δt
Intégration pas à pas : pour n = 0, 1, 2, ..., td/Δt
1. Incrémentation du pas de temps : tn+1 = tn +Δt, t0 = 0
2. Calcul des matrices eﬀectives à tn :
Me_n = Ms −Mae_n,Ce_n = Cs −Cae_n,Ke_n = Ks −Kae_n
3. Calcul de la matrice de rigidité eﬀective tangente, Kˆn, à tn :
Kˆn = Ke_n + a0Me_n + a1Ce_n
4. Calcul de l’incrément du vecteur des forces eﬀectives, Δpˆ, appliqué au temps tn :
Δpˆ = Δp+Me_n(a2u˙n + a3u¨n) +Ce_n(a4u˙n + a5u¨n), Δp = 0
5. Calcul de l’incrément du vecteur des déplacements Δu par itération :
Initialisation des variables d’itération
1. Δf 0r = Δpˆ ; Δf
0 = 0 ; u0n+1 = un ; f
0
s = f sn ; Δut = 0 ; i = 0
Itération de la méthode de Newton
1. Incrément du compteur i : i = i+ 1
2. Réactualisation des matrices eﬀectives, Me_n, Ce_n et Ke_n
3. Réactualisation de Kˆn et de Δpˆ
4. Calcul de l’incrément du vecteur des forces résiduelles : Δf (i)r = Δf
(i−1)
r −Δf (i−1)
5. Calcul de l’incrément du vecteur des déplacements Δu(i) :KˆnΔu(i) = Δf
(i)
r
6. Calcul du vecteur des déplacements au temps tn+1 : u
(i)
n+1 = u
(i−1)
n+1 +Δu
(i)
7. Calcul de l’incrément du vecteur des déplacements totaux Δui : Δui−1 +Δu(i)
8. Calcul de l’incrément du vecteur des forces internes :
Δf (i) =
(
Ke_n + a0Me_n + a1Ce_n
)
Δu(i)
9. Test de convergence :
(
‖Δu(i)‖2
‖Δui‖2
≤ D ou ‖Δf
(i)
r ‖2
‖Δpˆ‖2
≤ F
)
et Δf
(i)T
r Δu
(i)
ΔpˆTΔui
≤ E
10. Calcul de l’incrément du vecteur des vitesses totales Δu˙i :
Δu˙i = a1Δu− a4u˙n − a5u¨n
11. Calcul de l’incrément du vecteur des accélérations totales Δu¨i :
Δu¨i = a0Δu− a2u˙n − a3u¨n
12. Calcul des vecteurs de vitesse et d’accélération au temps tn+1 :
u¨(i)n+1 = u¨n +Δu¨i ; u˙
(i)
n+1 = u˙n +Δu˙i
6. Association des déplacements, vitesses, accélérations et de l’incrément des
déplacements à la convergence à i = l
un+1 = u
(l)
n+1 ; u˙n+1 = u˙
(l)
n+1 ; u¨n+1 = u¨
(l)
n+1 ; Δu = Δul
ANNEXE F
Données expérimentales brutes - régime libre
Cette annexe présente les courbes expérimentales des coeﬃcients instationnaires extraits
en régime libre pour les six modèles et diﬀérents angles d’incidence.
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Figure F.1 Coeﬃcients instationnaires A∗ à 0o pour le model B/D = 2.
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Figure F.2 Coeﬃcients instationnaires H∗ à 0o pour le model B/D = 2.
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Figure F.3 Coeﬃcients instationnaires P ∗ à 0o pour le model B/D = 2.
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Figure F.4 Coeﬃcients instationnaires A∗ à −2.5o pour le model B/D = 2.
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Figure F.5 Coeﬃcients instationnaires H∗ à −2.5o pour le model B/D = 2.
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Figure F.6 Coeﬃcients instationnaires P ∗ à −2.5o pour le model B/D = 2.
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Figure F.7 Coeﬃcients instationnaires A∗ à 0o pour le model B/D = 3.
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Figure F.8 Coeﬃcients instationnaires H∗ à 0o pour le model B/D = 3.
234 ANNEXE F. DONNÉES EXPÉRIMENTALES BRUTES - RÉGIME LIBRE
0 2 4 6 8 10 12
U/fB
−10
−8
−6
−4
−2
0
2
4
6
BD=3_0deg_3ddl_P1*
BD=3_0deg_3ddl_P2*
BD=3_0deg_3ddl_P3*
BD=3_0deg_3ddl_P4*
BD=3_0deg_3ddl_P5*
BD=3_0deg_3ddl_P6*
Figure F.9 Coeﬃcients instationnaires P ∗ à 0o pour le model B/D = 3.
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Figure F.10 Coeﬃcients instationnaires A∗ à −2.5o pour le model B/D = 3.
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Figure F.11 Coeﬃcients instationnaires H∗ à −2.5o pour le model B/D = 3.
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Figure F.12 Coeﬃcients instationnaires P ∗ à −2.5o pour le model B/D = 3.
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Figure F.13 Coeﬃcients instationnaires A∗ à 0o pour le model B/D = 3.
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Figure F.14 Coeﬃcients instationnaires H∗ à 0o pour le model B/D = 3.
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Figure F.15 Coeﬃcients instationnaires P ∗ à 0o pour le model B/D = 3.
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Figure F.16 Coeﬃcients instationnaires A∗ à −2.5o pour le model B/D = 3.
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Figure F.17 Coeﬃcients instationnaires H∗ à −2.5o pour le model B/D = 3.
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Figure F.18 Coeﬃcients instationnaires P ∗ à −2.5o pour le model B/D = 3.
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Figure F.19 Coeﬃcients instationnaires A∗ à 0o pour le model Pi_1in.
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Figure F.20 Coeﬃcients instationnaires H∗ à 0o pour le model Pi_1in.
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Figure F.21 Coeﬃcients instationnaires P ∗ à 0o pour le model Pi_1in.
0 2 4 6 8 10 12
U/fB
−20
−10
0
10
20
30
40
50
Pi_1in_n25deg_3ddl_A1*
Pi_1in_n25deg_3ddl_A2*
Pi_1in_n25deg_3ddl_A3*
Pi_1in_n25deg_3ddl_A4*
Pi_1in_n25deg_3ddl_A5*
Pi_1in_n25deg_3ddl_A6*
Pi_1in_n25deg_2ddl_A1*
Pi_1in_n25deg_2ddl_A2*
Pi_1in_n25deg_2ddl_A3*
Pi_1in_n25deg_2ddl_A4*
Figure F.22 Coeﬃcients instationnaires A∗ à −2.5o pour le model Pi_1in.
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Figure F.23 Coeﬃcients instationnaires H∗ à −2.5o pour le model Pi_1in.
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Figure F.24 Coeﬃcients instationnaires P ∗ à −2.5o pour le model Pi_1in.
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Figure F.25 Coeﬃcients instationnaires A∗ à +2.5o pour le model Pi_1in.
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Figure F.26 Coeﬃcients instationnaires H∗ à +2.5o pour le model Pi_1in.
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Figure F.27 Coeﬃcients instationnaires P ∗ à +2.5o pour le model Pi_1in.
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Figure F.28 Coeﬃcients instationnaires A∗ à 0o pour le model Pi_2in.
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Figure F.29 Coeﬃcients instationnaires H∗ à 0o pour le model Pi_2in.
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Figure F.30 Coeﬃcients instationnaires P ∗ à 0o pour le model Pi_2in.
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Figure F.31 Coeﬃcients instationnaires A∗ à −2.5o pour le model Pi_2in.
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Figure F.32 Coeﬃcients instationnaires H∗ à −2.5o pour le model Pi_2in.
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Figure F.33 Coeﬃcients instationnaires P ∗ à −2.5o pour le model Pi_2in.
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Figure F.34 Coeﬃcients instationnaires A∗ à +2.5o pour le model Pi_2in.
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Figure F.35 Coeﬃcients instationnaires H∗ à +2.5o pour le model Pi_2in.
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Figure F.36 Coeﬃcients instationnaires P ∗ à +2.5o pour le model Pi_2in.
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Figure F.37 Coeﬃcients instationnaires A∗ à 0o pour le model Pi_3in.
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Figure F.38 Coeﬃcients instationnaires H∗ à 0o pour le model Pi_3in.
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Figure F.39 Coeﬃcients instationnaires P ∗ à 0o pour le model Pi_3in.
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Figure F.40 Coeﬃcients instationnaires A∗ à −2.5o pour le model Pi_3in.
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Figure F.41 Coeﬃcients instationnaires H∗ à −2.5o pour le model Pi_3in.
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Figure F.42 Coeﬃcients instationnaires P ∗ à −2.5o pour le model Pi_3in.
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Figure F.43 Coeﬃcients instationnaires A∗ à +2.5o pour le model Pi_3in.
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Figure F.44 Coeﬃcients instationnaires H∗ à +2.5o pour le model Pi_3in.
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Figure F.45 Coeﬃcients instationnaires P ∗ à +2.5o pour le model Pi_3in.
ANNEXE G
Données expérimentales brutes - régime forcé
harmonique
Cette annexe présente les courbes expérimentales des coeﬃcients instationnaires extraits
en régime forcé harmonique pour les six modèles et diﬀérentes amplitudes et fréquences
de mouvement.
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Figure G.1 Coeﬃcients instationnaires associés avec le mouvement vertical
pour le model B/D = 2.
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Figure G.2 Coeﬃcients instationnaires associés avec le mouvement horizontal
pour le model B/D = 2.
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Figure G.3 Coeﬃcients instationnaires associés avec la rotation pour le model
B/D = 2.
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Figure G.4 Coeﬃcients instationnaires associés avec le mouvement vertical
pour le model B/D = 3.
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Figure G.5 Coeﬃcients instationnaires associés avec le mouvement horizontal
pour le model B/D = 3.
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Figure G.6 Coeﬃcients instationnaires associés avec la rotation pour le model
B/D = 3.
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Figure G.7 Coeﬃcients instationnaires associés avec le mouvement vertical
pour le model B/D = 8.35.
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Figure G.8 Coeﬃcients instationnaires associés avec le mouvement horizontal
pour le model B/D = 8.35.
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Figure G.9 Coeﬃcients instationnaires associés avec la rotation pour le model
B/D = 8.35.
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Figure G.10 Coeﬃcients instationnaires associés avec le mouvement vertical
pour le model Pi_1in.
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Figure G.11 Coeﬃcients instationnaires associés avec le mouvement horizontal
pour le model Pi_1in.
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Figure G.12 Coeﬃcients instationnaires associés avec la rotation pour le model
Pi_1in.
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Figure G.13 Coeﬃcients instationnaires associés avec le mouvement vertical
pour le model Pi_2in.
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Figure G.14 Coeﬃcients instationnaires associés avec le mouvement horizontal
pour le model Pi_2in.
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Figure G.15 Coeﬃcients instationnaires associés avec la rotation pour le model
Pi_2in.
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Figure G.16 Coeﬃcients instationnaires associés avec le mouvement vertical
pour le model Pi_3in.
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Figure G.17 Coeﬃcients instationnaires associés avec le mouvement horizontal
pour le model Pi_3in.
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Figure G.18 Coeﬃcients instationnaires associés avec la rotation pour le model
Pi_3in.
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ANNEXE H
Données expérimentales brutes - régime forcé,
approche temporelle
Les Tableau H.1 et H.2 présentent la nomenclature des essais eﬀectués.
Tableau H.1 Nomenclature des essais - accélération constante
Nomenclature DDL Acc. nom. (mm/s2 ou o/s2) Amp. nom. (mm ou o) Modèles
Acc
V 560, 1710 et 3490 3.5 et 9.0
TousH 450, 1370 et 2790 3.0 et 6.0
T 170, 515 et 1050 1.0 et 2.0
Acc_Sup
V 280, 1100, 2500, 4250, 5000 et 6260 9.0
Pi_1in et Pi_2inH 225, 900, 2000, 3400, 4000 et 4658 6.0
T 85, 750, 1500, 2000, 2500 et 3000 1.5
Acc_Sup2
V 560, 1710 et 3490 6.25
Pi_2inH 450, 1370 et 2790 4.5
T 170, 515 et 1050 1.5
Tableau H.2 Nomenclature des essais - vitesse constante
Nomenclature DDL Vit. nom. (mm/s ou o/s) Amp. nom. (mm ou o) Modèles
Vit
V 44, 48 et 111 5.0 et 10.0
TousH 36, 62 et 89 4.0 et 8.0
T 13, 23 et 33 1.5 et 3.0
Vit_Sup
V 22, 61, 94, 170, 230 et 290 10.0
Pi_1in et Pi_2inH 18, 49, 76, 110, 130 et 148 8.0
T 6.5, 18, 45, 60, 75 et 90 3.0
Vit_Sup2
V 44, 78 et 111 7.5
Pi_2inH 36, 62 et 89 6.0
T 13, 23 et 33 2.25
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Figure H.1 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement ver-
tical pour le modèle B/D = 2 et les accélérations constantes.
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Figure H.2 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement hori-
zontal pour le modèle B/D = 2 et les accélérations constantes.
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Figure H.3 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement en
rotation pour le modèle B/D = 2 et les accélérations constantes.
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Figure H.4 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement ver-
tical pour le modèle B/D = 2 et les vitesses constantes.
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Figure H.5 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement hori-
zontal pour le modèle B/D = 2 et les vitesses constantes.
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Figure H.6 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement en
rotation pour le modèle B/D = 2 et les vitesses constantes.
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Figure H.7 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement ver-
tical pour le modèle B/D = 3 et les accélérations constantes.
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Figure H.8 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement hori-
zontal pour le modèle B/D = 3 et les accélérations constantes.
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Figure H.9 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement en
rotation pour le modèle B/D = 3 et les accélérations constantes.
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Figure H.10 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement ver-
tical pour le modèle B/D = 3 et les vitesses constantes.
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Figure H.11 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement ho-
rizontal pour le modèle B/D = 3 et les vitesses constantes.
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Figure H.12 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement en
rotation pour le modèle B/D = 3 et les vitesses constantes.
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Figure H.13 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement ver-
tical pour le modèle B/D = 8.35 et les accélérations constantes.
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Figure H.14 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement ho-
rizontal pour le modèle B/D = 8.35 et les accélérations constantes.
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Figure H.15 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement en
rotation pour le modèle B/D = 8.35 et les accélérations constantes.
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Figure H.16 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement ver-
tical pour le modèle B/D = 8.35 et les vitesses constantes.
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Figure H.17 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement ho-
rizontal pour le modèle B/D = 8.35 et les vitesses constantes.
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Figure H.18 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement en
rotation pour le modèle B/D = 8.35 et les vitesses constantes.
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Figure H.19 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement ver-
tical pour le modèle Pi_1in et les accélérations constantes.
293
−2.5
−2.0
−1.5
−1.0
−0.5
0.0
0.5
1e1 H5
−0.6
−0.4
−0.2
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
1.2
1e3 H6
−5
−4
−3
−2
−1
0
1
2
3
H9
−3
−2
−1
0
1
2
3
1e2 P1
−1.5
−1.0
−0.5
0.0
0.5
1.0
1.5
1e4 P4
−4
−3
−2
−1
0
1
2
3
4
1e1 P7
0 5 10 15 20 25 30
U (m/s)
−3.0
−2.5
−2.0
−1.5
−1.0
−0.5
0.0
0.5
1.0
1.5
A5
0 5 10 15 20 25 30
U (m/s)
−2.0
−1.5
−1.0
−0.5
0.0
0.5
1.0
1.5
1e2 A6
0 5 10 15 20 25 30
U (m/s)
−4
−3
−2
−1
0
1
2
3
1e−1 A9
438.59mm/s2
446.56mm/s2
1415.37 mm/s2
1384.32 mm/s2
3264.29 mm/s2
2951.22 mm/s2
Figure H.20 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement ho-
rizontal pour le modèle Pi_1in et les accélérations constantes.
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Figure H.21 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement en
rotation pour le modèle Pi_1in et les accélérations constantes.
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Figure H.22 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement ver-
tical pour le modèle Pi_1in et les accélérations constantes (Sup).
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Figure H.23 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement ho-
rizontal pour le modèle Pi_1in et les accélérations constantes (Sup).
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Figure H.24 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement en
rotation pour le modèle Pi_1in et les accélérations constantes (Sup).
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Figure H.25 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement ver-
tical pour le modèle Pi_1in et les accélérations constantes (Sup2).
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Figure H.26 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement ho-
rizontal pour le modèle Pi_1in et les accélérations constantes (Sup2).
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Figure H.27 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement en
rotation pour le modèle Pi_1in et les accélérations constantes (Sup2).
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Figure H.28 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement ver-
tical pour le modèle Pi_1in et les vitesses constantes.
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Figure H.29 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement ho-
rizontal pour le modèle Pi_1in et les vitesses constantes.
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Figure H.30 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement en
rotation pour le modèle Pi_1in et les vitesses constantes.
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Figure H.31 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement ver-
tical pour le modèle Pi_1in et les vitesses constantes (Sup).
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Figure H.32 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement ho-
rizontal pour le modèle Pi_1in et les vitesses constantes (Sup).
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Figure H.33 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement en
rotation pour le modèle Pi_1in et les vitesses constantes (Sup).
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Figure H.34 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement ver-
tical pour le modèle Pi_1in et les vitesses constantes (Sup2).
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Figure H.35 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement ho-
rizontal pour le modèle Pi_1in et les vitesses constantes (Sup2).
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Figure H.36 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement en
rotation pour le modèle Pi_1in et les vitesses constantes (Sup2).
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Figure H.37 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement ver-
tical pour le modèle Pi_2in et les accélérations constantes.
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Figure H.38 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement ho-
rizontal pour le modèle Pi_2in et les accélérations constantes.
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Figure H.39 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement en
rotation pour le modèle Pi_2in et les accélérations constantes.
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Figure H.40 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement ver-
tical pour le modèle Pi_2in et les accélérations constantes (Sup).
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Figure H.41 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement ho-
rizontal pour le modèle Pi_2in et les accélérations constantes (Sup).
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Figure H.42 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement en
rotation pour le modèle Pi_2in et les accélérations constantes (Sup).
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Figure H.43 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement ver-
tical pour le modèle Pi_2in et les vitesses constantes.
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Figure H.44 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement ho-
rizontal pour le modèle Pi_2in et les vitesses constantes.
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Figure H.45 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement en
rotation pour le modèle Pi_2in et les vitesses constantes.
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Figure H.46 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement ver-
tical pour le modèle Pi_2in et les vitesses constantes (Sup).
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Figure H.47 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement ho-
rizontal pour le modèle Pi_2in et les vitesses constantes (Sup).
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Figure H.48 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement en
rotation pour le modèle Pi_2in et les vitesses constantes (Sup).
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Figure H.49 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement ver-
tical pour le modèle Pi_3in et les accélérations constantes.
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Figure H.50 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement ho-
rizontal pour le modèle Pi_3in et les accélérations constantes.
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Figure H.51 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement en
rotation pour le modèle Pi_3in et les accélérations constantes.
325
−4
−3
−2
−1
0
1
2
1e2 H1
−0.8
−0.6
−0.4
−0.2
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
1e4 H4
−2
−1
0
1
2
3
4
5
6
P5
0 5 10 15 20 25 30
U (m/s)
−2
−1
0
1
2
3
4
5
1e2 P6
0 5 10 15 20 25 30
U (m/s)
−2.5
−2.0
−1.5
−1.0
−0.5
0.0
A1
0 5 10 15 20 25 30
U (m/s)
−4
−3
−2
−1
0
1
2
3
4
5
1e1 A4
44.11mm/s
44.27mm/s
77.73mm/s
77.91mm/s
113.57mm/s
110.04mm/s
Figure H.52 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement ver-
tical pour le modèle Pi_3in et les vitesses constantes.
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Figure H.53 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement ho-
rizontal pour le modèle Pi_3in et les vitesses constantes.
327
−0.5
0.0
0.5
1.0
1.5
2.0
2.5
3.0
1e1 H2
−0.2
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
1.2
1.4
1.6
1e3 H3
−1.0
−0.5
0.0
0.5
1.0
1e1 P2
0 5 10 15 20 25 30
U (m/s)
−1.5
−1.0
−0.5
0.0
0.5
1.0
1.5
1e3 P3
0 5 10 15 20 25 30
U (m/s)
−0.8
−0.6
−0.4
−0.2
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
A2
0 5 10 15 20 25 30
U (m/s)
−0.2
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
1.2
1e2 A3
12.98 ◦ /s
12.82 ◦ /s
22.99 ◦ /s
22.9 ◦ /s
35.83 ◦ /s
32.76 ◦ /s
Figure H.54 Coeﬃcients de force dynamiques associés avec le mouvement en
rotation pour le modèle Pi_3in et les vitesses constantes.
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